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PREFAZIONE 




té fui vero fpirlto del Calcolo differenziale, del qua* 
le era egli fteffo urto degli inventori ; ma egli fi 
èontentò di dare folaniente le regole , e trafcurò in* 
tefaitiente di dimoftrate come e perchè i principj de* 
gli infinitamente piccoli Conducono a quei tali rifui* 
tati i II fuo iilenzio fu imitato dai primi che feriffero 
dopo di lui. Come dai Berrtoulli e dall’ Ho pital . Al- 
cuni dei noftri moderni cercarono di dlinoftfare quelle 
tegole e quelli principi ; ma bifogila convenite che 
Relfurto abbia finora colto perfettamente nel fegno, 
talché il calcolo diffetenrlale trattato alla maniera 
di Leibnizio , hOitollante a tutte le dilucidazioni 
date dappoi, non porta ancora per Certo quell’ im- 
pronta di rigorofa evidenza , che caratterizza tutte 
le altre quillioni geometriche < 

D’ Alembert ed Euleto hanno Cercato di folli- 
tuirc’ altri principj a quello degli infinitefinii . 11 pri- 
mo impiegò li metodo dei limiti » ed il fecondo con- • 
fiderò gli infinitefimi come Zeri affoluti; ma però tali 
che confervano un rapporto derivato da qUcUo che 
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le quantità fvanite avevano tra lo'ro . Non fi può ne- 
gare che quelle idee non fieno giude in fe ileC. 
fe, ma certamente effe non fono per lo meno tanto 
chiare che badino per fendre di principio ad una 
feienza , la cui certezza è fondata full’ evidenza , e 
foprattutto per edere prefentate a’ principianti. 

Lagrange dimodrò il primo in una Memoria 
prefentata all’ accademia di Berlino l’anno 1772, che 
il Calcolo differenziale poteva effere trattato d’ una 
maniera puramente analitica , indipendentemente da 
ogni altra confiderazione, ed ha dimodrato il celebre 
Teorema di Tailoro, che fi può confiderare come il 
principio fondamentale di quedo Calcolo . Quedo 
teorema non fi dimodrava prima di lui fe non col 
foccorfo dello deffo Calcolo degli infinitefimi , o colla 
confiderazione delle differenze infinitamente piccole , 

Arbogad ha letto una Memoria all’ accademia 
delle Scienze di Parigi l’anno 1789, nella quale 
ha efpoda la deffa idea con detagli ed applicazioni 
che fono fue proprie ; ma queda non fu mai pub- 
blicata . Noti fe ne conofeorto che i principi fonda- 
mentali , eh’ egli deffo indicò in un’ altra fua opera 
fui Calcolo delle derivazioni. 

Lagrange prefe di nuovo in efame quedo deffo 
argomento < e lo trattò con qualche dctaglio nel dio 
celebre Trattato fuUa .Teoria delle Funzioni. Egli fi 
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propone in quefia fua opera di confiderare le funzio- 
ni che nafcono dalla riduzione in ferie d’ una fun- 
zione qualunque; egli dà la legge della loro forma- 
zione e derivazione * e ne mollra l’ ufo per la tra- 
sformazione delle efpreflìoni analitiche j fa egli vede- 
re poi in feguito l’ applicazione di quelle funzioni 
derivate ad alcuni problemi di Geometria e di Mec- 
canici che fono trattati col Calcolo differenziale, e 
così dà alla foluzione di quelli problemi tutto il ri- 
gore delle dimoltrazioni degli antichi . 

Quella maniera così femplice di dare un' origi- 
ne puramente analitica al calcolo differenziale non 
era certamente nuova e del tutto ignota ai geometri 
predecelTori di Arbogafl e di Lagrange'. Eulero do- 
veva averne delle idee; egli che fu il primo a fepa- 
rare quello calcolò dalla fua applicazione alle curve, 
e che efprimendo per via di lettere i rapporti delle 
differenziali , aveva liberato dalle quantità infinita- 
mente piccole le equazioni che ne contenevano • 
Anche lo ftelTo Newton doveva avere trafpirato 
quella,, maniera di confiderare il calcolo differenziale. 
Egli efaminò le ordinate fucceflìve d’ una ftelTa cur- 
va , ridotte in ferie ordinate fecondo le potenze in- 
tere e pofitive delle afcilTe, ed indicò le principali 
proprietà di quelli coefficienti confiderati nelle loro 
applicazioni a differenti quiflioni geometriche. Non 
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tliartcava a quefto grande geometra che la maniera 
dì farli derivare gli uni dagli altri, ma Tailoro ave- 
va fatto anche quefto col fuo faniofo Teorema, il 
quale dà appunto la formazione fuccelTiva di quefti 
coefficienti . 

Fu fpecialmertte l’ applicazione del calcolo dif- 
ferenziale alla Geometria „ che fede dare a quefto cal- 
colo un carattere differente da quello dell’ algebra ordi- 
naria . Nella fua prima parte puramente analitica j che 
concerne tutte le regole pratiche per trovare le varie 
differenziali fucceffive d’ una funzione qualunque , fi 
poteva vedere facilmente eh’ era indifferente il pren- 
dere l’ accrefeimento della variabile piuttofto d’ una 
che di un’ altra grandezza o piccolezza. Ma paffaiido 
all’altra parte di quefto calcolo, che riguarda le fue 
applicazioni alle curve ^ ognuno doveva vedere che 
blfognava , per cosi dire, efaminare la curva ne’ fuoi 
primi elementi; e che per trovate, per efempiOj le pro- 
prietà delle tangenti i bifognava confiderà rie nei punti 
immediatamente vicini ai punti di contatto < e confi- 
derarne perfino le primitive tendenze w Pare chei prin- 
dpj particolari à quefto genere di calcolo fi fieno in- 
trodotti anche nella fuddetta prima parte puramente 
analitica, in villa foltanto dell’ufo che fi contempla- 
va di farne nelle loro applicazioni geometriche . 

Nella fuddetta opera fulla Teoria delle funzioni 
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Lagrange aveva promeflb di diiuoftrarc in una terza, 
parte 1’ identità di quefta • teoria col calcolo dilFeren- • 
ziale, trattato alla maniera di Leibnizio , e quindi 
dimoltrare i prindpj e le regole conofciute di quello, 
in una maniera indipendente da ogni fuppolizione e 
da ogni metafìfica . 

Ma non fi occupò più di quella terza parte, 
quando Teppe che Lacroix pubblicava un nuovo tratta- 
to fui calcolo differenziale cd integrale, in cui quello 
calcolo doveva cflere prefentato fotto tutti i punti 
di villa , e trattato nel più grande detaglio. Egli è 
certo però che quello che contemplava di fare La- 
grange , non è perlomeno efaurito nella fuindicata 
opera di Lacroix. 

La lettura fpecialmente di tutte quefte opere 
moderne , ed il bifogno eh’ io Tempre fentiva di fpie- 
gare e dimoftrare una volta direttamente i principj 
degli infinitefimi , mi determinarono a confrontare in 
detaglio il metodo di Leibnizio con quello di La- 
grange , il che diede origine a quella mia Memoria . 

Mi ballò , per così dire , prefentarnii folamente fotto 
agli occhi i due metodi ad un ^ tempo per rilevare 
fui fatto la fpiegazione e la dimollrazione del primo . 

I foli articoli dei confronti fui diftercnti metodi , con 
poche altre rifleflìoni fparfe negli altri , formano la 
parte nuova che può forfè interelTare r il lettore . Il 



Digitized by Google 




rcfto, come parte fuflìdiaria a quindi confronti, è tratto 
da Eulero , da Lagrange , da Lacroix e da Arbogall . 
Trattandoli di confrontare due metodi , mi parve con- 
veniente di prefentarli prima àmendue, per non ob- 
bligare il lettore a cercarli in molte opere differenti, 
tanto più che per renderli meglio fufcettibili di confron- 
to ho trovato neceffario talvolta di prefentarli piut- 
tofto in una forma che in un’ altra . Parimente effen- 
do il metodo di Lagrange del tutto nuovo , e non 
per anco ben conofciuto in Italia, ho creduto bene 
di premetterne i principali elementi, anche per faci- 
litare l’intelligenza degli fquarci che occorfero ai 
miei confronti . 

Così in quella mia Memoria non folo è fpiega- 
to e dimóftrato il metodo di Leibnizio , ma vi fi ri- 
trova ancora quello almeno che forma 1’ elfenziale 
dei metodo di Lagrange, e forfè quanto balta per trat- 
tare , dietro ai nuovi principi di quello grande Geo- 
metra , tutte le quillioni che fi trattano col principio 
degli infìnitefinii. 



Digilized by Google 




INTRODUZIONE 



ALCUNE PROPRIETÀ GENERALI 

V 

DELLE FUNZIONI. 

I . X -f- i puh fempre ejjere ridotta In 

una ferie eòe procede fecondo le potente intere e poftttvo 
di ìyfe fi fuppone che x ed \ abbiano dei valori generali. 

Se la variabile x d’ una funzione qualunque di x , 
/(x), riceve un accrefeimento rapprefentato per », per 
trovare ciò che diventa allora la funzione di quella quanti- 
tà , fi mette x -f- » in luogo di x, c fi ha /(x-f“» ) in 
luogo di /( X ) . Prendendo per efemp] varie funzioni con> 
feiute sì algebriche che trafeendenti , fi troverà che la 
riduzione in ferie della /( x -f- » ) prenderà fempre la forma 

/(*) "f* P* "h "h *''' cc. , dove p t qt 

r , s ec. fono funzioni di x differenti dalla prima, ed in- 
dipendenti dalla quantità ». L’analogia potrebbe dunque 
farci conchiudere che tale pure fia per effere la forma dePa 
riduzione in ferie d’ una funzione qualunque . Ma fi può 
anche dimoflrarlo a priori , e ciò è tanto più neceffario , 
quanto che vi fono dei cafi particolari nei quali quella 
forma non può aver luogo; d’ altronde il calcolo diflèren- 
ziale dipende interamente da quella ipotefi , ed i cafi che 
fanno eccezione fono appunto quelli , nei quali quello .cal- 
colo è fiato accufato d’ effere io difetto. 

A 
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D|monriarao dunque che nella ferie rifultantc 
l-iduzione dell^ funzione /( * + 0 J’OO f> può trovare ; pri- 
^ 0 , s^Icunai potenza frazionaria di / • fecondo, alcuna po- 
tenza negativa di r , ^ mfno che non lì diano ad * ed a 
dei valori particolari . 

Quanto alla prima parte. Egli à chiaro che i radi- 
cali di I non potrebbero provenire che dai radicali conte- 
nuti nella funzione prirnitiva /(ar),cd è chiaro paritnen- 
te, che la foftituzione di a: » in luogo di x non può» 

pò accrcfcerc nà diminuire il numero di quelli radicali ^ 
nè cambiarne la natura, finché x ed i fopo quantità in- 
determinate. Da un altro canto, fi fa per la teoria dell© 
equazioni , che ogni radicale ha tanti valori dilferenti ^ 
quante fono le unità del fuo efponeote^ e che ogni fun- 
zione irrazionale ha , per confcguejpza , tanti valori diffe- 
renti quante fono le conihira?joni che lì poffono fare 
differenti valori dei radicali ch'efià racchiude. Dunque fe 
fa riduzione della (unzione ppteffe contenere 

m 

un termine della form^ «/’«*, la funzione /( .\- ) farcbbi^ 

< 

nccelTariamc.nte irrazionale^ ?d avrebbe, per confeguenza » 
i:n certo nurnei'o di valori differenti , il quale farebbe la 
,feff^ per la funzjone /{ * -}>i / } , che per la fua riduzione 
in ferie. Ma poiché quella riduzione è rapprefentata 

m 

dalla ferie /(v)-|-p / r}- ^ 
pgni valore di /(^) fi ecmbincrebjbc cop ciafehed^no de- 
fili*?? vaiop d?l fsdkale ^ talché la funzione 
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ridótta in ferie , avrebbe piu valori differenti della fieffa 
funzione oon l idotra : ma ciò ò affurdo ‘ dunque la fun« 
zione /(x-j~!) ridotta in ferie non può contenere alcuna 
potenza frazionaria di i . 

Quanto alla feconda parte. Se qualche termine della 
ferie in cui s’è ridotta la funzione contenede 

una potenza negativa di i come ui~^y effo avrebbe la 

forma e per confeguenza la ferie diverrebbe infinita ' 

fupponendo rzro, e non potrebbe più coincidere in quello 
cafo colla funzione primitiva, come Io elìge la natura 
della foftituzione che la produce. Dunque nella riduzione 
della /(r-j-/) non vi può effere una potenza negativa di i, 

2. Lj funzione f { x -f' * ) anche Yidurji tn una 
fevìe della fotraa f ( x ) -f" * ^ ° ^ ( '^ ) 4" i P “f" * * Q.» 

^>ye/landq/ì a quel 

termine che fi vuole . 

Se nella riduzione in ferie della funzione /( a: -f- A-) , 
fi cerca la parte ch’c indipendente dalla quantità », bada 
fare » =ro, lo che la riduce a-ffxj-^ quindi /(^} è la parte di 
/(x-f-/), che rella quando » • talché / (x-f-’) farà eg'aàlc 

a /(x) più una quantità che deve fvanire facendo »‘::=ro, 
e che farà per confeguenza o potrà confiderarfi moltiplicata 
per ima potenza pofitiva di » ; c poiché abbiamo dimollra- 
to che nella riduzione di / ( a- ~f- » ) non può entrare ve- 
runa potenza frazionaria o negativa di,»", ne.fèguc che 
quella quantità non può effere moltiplicata che per una 
potenza pofitiva ed intera di »’: effa farà dunque 'della 
forma cfièndo P una funzione di x e di »’| che non 

A z 
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o( 4 

diventeri infinita quando /zro.Siavrà dunque 
r=/(Af) P, c quindi /(x-j-/) — f { x ) z= i P j e per 
confeguenza divillbile per /’ * fatta la divifionc fi avrà 



P 



I 



Ora , eflendo P una nuova funzione 



di * e di », fi potrà parimente fcparare quella parte ch’è 
indipendente da », e che per confeguenza retta anche 
quando < diventa nullo . Sia dunque p ciò che diventa P 
quondo fi fa »' = o, p farà una funzione di x fenza /: e 
con un ragionameneo fimilc al precedente , fi proverà che 
P = />-f"' J2.» cttcndo i la parte di P, che diventa 
nulla , quando »‘r=o, ed ettèndo J2, una nuova funzione 
di * c di », che non diventa infinita quando »’ = o. Si 
avrà dunque P — p=»i>, e per confeguenza divifibile 



per »■ ' fatta la divifìone fi avrà 
» 






. Sia ^ il 



valore di j^, quando fi fa »* = oj q farà una funzione 
di « e di », e la parte di Q_ che diventa nulla, farà co* 
me fopra della forma » R , effendo R una funzione di x 
e di », che non diventerà infinita quando i=zzo, e che 
fi troverà dividendo <(>-- q per »': e così in feguito. Si 
avrà dunque per mezzo di quella operazione ,/(* -f- / j 

P = r-f<J'ec^ 

e facendo fuccelfivamente le dovute foftituzioni , f(x-\^i) 

=/( * ) -f ' ^=/(*) + * J2. = /( ^ 

4" »’ 3 P cc. 
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Sia per cfemplo /( x ) , fi avrà /(*4"0 — 



, , „ I I * 

^ i-|-< * 



P=5 — • 



a: ( * -f /■ ) 



. ^ / ^5 = - ^V^4_7V + 



*(* + <) 



J ; r L . 



X a 



iRr=z- 



3 ( * -|- < J PC 3 A.- S ( A’ ’ 






A 3 ( A -f- / ) ’ 



— ■ , ec. ! quindi fi avrà — ,— 
A 4* " ^ ar-|,; 



I i ^ 

A * ( * 4“ 0 * 




I : 

A » { A -f > ) 







;i* - 



+ 




X 3 



i 3 

A 3 ( A 4- t ) 



ec. cotTiC rifulga dal/a 



divifione attuale. 



A 3 
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Prendali ancora per efempio Ja funzione irrazionale 
Si avrà dunque f(x) = /(•’f-f ') = V(*+0 == + 



iP; dunque /P:= V(*+0 "* -7 



+ + 



V(*-rO+ V*’ 

I T V ( ;y 4> ; ) 

v(*+') + v* 2,y^ 2 Va[ v(^4-o+v^^3 



aV-«[V(*4-0 + V^]^’ ^ 

{ I 

2 v«[ V(* + <) + V«]’ ’ ^ ~ 8«v« ’ 

4R = S.— Ì= f — ? \ = 

2VatV4* [V(*+o+v«]V 

w [V(^-fO + 3V*] [ — V*] _ 

^yx 4*[V“(*“f*0‘f'V^3* 

w V ( ^ + ' ) -h 3 V * 

aV* 4^ + + " 
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8.t\/-»[V(*+0 + V* /’ ii»=V-«’ 



«e. 



Talché farà V ( i-f <' ) = V * + 



s=V* + rr;r “* 



n=V*+ 



iV* lVa:[V(a+<)4-V*] 



; ;« , . V f .v + i) + ? V» . -yt 

aV* SaV* 8 * V *[ V (*"("') “I* V' *] * 



i = V*+ ^ + , 



t j 



V* 



CCi 



QucRa bitima ferie è quella thè fi fròva efli'acliclo la rii 
dice quadrata per mezzo della formola del binohiìo . 

Sarfebbe difficile l’cfèguiré quefie operatintii fullc funi 
rioni irràiiohali fib complicate j ma facendo fvanire Itf 
irrazionalità per rapporto alla quantità i i 1 applicaziond 
del metodo don avrà piu difficoltà * 

Riprendérido l’ cfétripio precedènte , fi ^irtìhà dall* 
equazione — V* * "H ' quale elevati 

al (Quadrato per toglière la quantità f dal fegno radicale < 
diventa dopo la diviCdne per t" » 4 — 1 P V * "jf“ * ^ “ Ì 
facendo isOi P diventa p, t fi avrà i sssap 

A 4 
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* ^ 

da cui fi trae ^=z— . Si farà dunque P^p-^ìQ_^ 
e fofiituendo qucfio valore di P nell’ equazione i =: 2 P X 



V * + < -P * » « divideodo dopo per ì , fi avrà o =r 



4 * 



-f"2 -"f" 4* • Facendo / = o, diven- 

V ^ 



ta dunque fi avrà ~ — J -2 =so, da cui fi trae 



^ ■ . Si farà dunque J2,— j’ < -R i c così 

in feguifo . 

Si poflbno per altro trovare i valori di p, r, ec. 
in un modo ancora più pronto, facendo l’equazione 

\A ( * sr V* "f" F * 4“ ? ' * 4" *' ** ’ 4" 

ed inalzandola poi alla feconda potenza per liberare i dal 
legno radicale, e paragonando poi i termini affetti dalle 
ftefie potenze di /, affinchè quella quantità poffa reflare 
indeterminata, come lo fi mette per ipotefi. Ma il mero* 
do precedente ha il vantaggio di non dar della ferie fé 
non che i termini che fi vogliono, e di dare il valore 
cfatto del rello . 
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3 . Nella rìdttrzjone In ferie della fan^/one f(x i)\* 
fi può fempre prendere per i un valore finito ed ajjegua- 
aie tanto piccolo che uno dei termini qualunque della ferie 
fia piit grande delta fomma di tutti quelli che lo feguono , 

Eflcndo i P j i j 2.» .y cc. i redi delle funzioni di /, 
che diventano nulle , per la natura ftelTa della riduzione , 
quando irzro, ne fegue che confiderando la curva, la cui 
afcifla (ìa i , ed una di qucde funzioni l’ordinata , queda. 
curva taglierà l’ adc all’origine delle afciflc; c a meno 
che quedo punto non fa un punto particolare, lo che 
non potrebbe aver luogo che per valori particolari di * , 
com’ è facile convinccrfene per quello che abbiamo detto 
nel numero primo, il corfo della curva -farà necedaria* 
mente continuato dopo quedo punto ; dunque efla fi av- 
vicinerà a poco a poco all’ade prima di tagliarlo, e fe 
ne avvicinerà d’ una quantità minore di qualunque data ; 
talché fi potrà fempre trovare un’ afcifla i corrifpondente 
ad un’ordinata minore di qualunque dataj ed allora ogni 
valore più piccolo di i corrifponderà parimente ad ordi- 
nate minori della quantità data. Si potrà dunque prende- 
re i così piccolo fenza eflcr nullo, che i P fia minore di 
/( *) , o che / jQL fia minore di /> , o che i R fia minore 
di qy o che iS fia minore di r, e così in fegiiito; e per 
confeguenza fi potrà prendere i così piccolo , che fia i - R 
minore di ipy o thè i ^ R fia minore di / * q, cc.’ dun- 
que poiché * JP =: /’ p -f- / » ^-f- ; 3 r -f- ec. ; > » ~ i * q 

-f- r 3 r -f- cc. j i^ R z=z / 3 r -{- ec. ; ne fegue che fi 
potrà fempre dare ad i un tal valore così piccolo fenza 
ePer nullo, che ognuno dei termini della ferie fx-\-ip 
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H" ? -f. / 3 r -f" ' ^ ^ cc. divenga più grande dcllà 
fomma di tutti i termini feguenti ; ed allora ogni valore 
di / più piccolo di quello tale soddisfetà fémpre alla flef* 
i'a condizione . 

4. Nel/a riduzióne di f ( x -f- i ) che abbiamo dimo^ 

Jlrate effere la ferie f (x) p i -f- q i * -f" ^ 4" ® "f- 

i coefficienti p, q, r, s, tc. fóHo delle funzioni differenti 
dalla prima , ma che derivano le ìtne dalle altre colla 
Jieffa lègge j e nella flfffa maniera che p deriva da f (x) . 

Suppongali che nella f[x-{-i) la quantità x prenda 
un accrefeimento rapprefentato per 0, c mettafi *-f-o in 

luogo di * nella ® riduzione in fc- 

tic . Ma per fare quella follituziòne nelle funzioni ; 
/(*)>/’> ?» *'» ^» Òlftrvlli priiiia che /(*) diventa 
f(x-^o) f (x) p 0 -4^ q 0* r oa xo4-|- ec: 
poiché elTa è la fìelTa funzione che quale 

non fi è fatto che mettere 0 in luogo di i : qyanto poi 
ai coefficienti p, q, r, s ec. , come funzioni di *, elfi 
debbono, quando fi follituìfce * ® luogo di *, pren» 
dere una forma analoga a quella che fi è fuppcrfla per 
f (x-\- 0) I fi ferì vera dunque 



invece di p 

? 

r 





s 


ec. 


/» 


p'" 


ec. 




?" 


ec. 






ec. 




s'* 


ec. 



} 

} 



p -f- p*o +. ® 4" 

^ 4* 4” 9^^® * 4" 

r 4 * 4“ * 4“ 

s s*o S^'o * 4 " 



rapprefentanò dtllé 
nuove funzioni di x 
derivate da 



{ 



nelle 

quali 

ferie 

¥ 

i 

r 

s 



«omc qutRe ultime lo fono dalla funzione pfopolla /(-v) 
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Mettendo invece di fxyp,q^r,s,cc. le erprcf- 
fieni che fi fono formate , ed ordinando il rifultaro in 
modo che i termini affetti d* una ftelTà potenza di o fieno 
fhefli in und flefia colonna verticale fi avrà 

P * È "h P* * È "h p'* ^ 

+ ^ f 4- y ; ^ f ^ = 

r / 3 £ "f^ ^ i ì 

-f- J 1 4 \ "f" \ *j- < 4 

+ ec. ^ ^ "K 

Ma fcrivendo x e invece di x nella j { x ì ) ne 
rlfulta /( jc -f- f -{- 0 ) •■ ora fi può trovare una riduzione 
in ferie differente dalla pidcedcnte , oflervando che le nella 
f ( X i ) fi fuppone che T accrcfcimento medefimo i fia 
quello a cui fiafi aggiunta la quantità o, fi ricadià anco- 
ra filila funzione /( x -f- i-f- o) . Per tener conto di que- 
llo cambiamento , baficrà mettere / -|“ <> invece di / nella 
ferie /(*) *f" P ^ "f" ? ' * “f" r / 3 j / 4 ec. la «ina’e 
diventerà / (x) -j- P ( ' 4“ ® ) 4* ? ( ' * "f* r ( <’ -f* * 

-j- j(/-f"o)4 -f- «c. ' 

Elevando à tutte le indicate potenze il binomio (/-f-j) 
ed ordinando i termini per colonne, come fopra , fecondo 
le varie pot«nie di o , fi troverà 

/(*) ^4-p «s 4*? 

4" P * • 4 ^ 2 .. É -f- 3 . r / 

“f- ^ 1 * V 4“ 3' ^ ^ 4“ à.si^ 

-j- r ì ^ £ -j- X : 3 £ -j- IO. 1 < 3 

s i 4 % 4^ S* * < 4 % 1 5 . « / 4 

-f- ec. 0 ^ -j;" ec4 J 4* 
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Paragonando quefto rifulrato col precedente , fi vedrà 
che la prima colonna d’uno è identica con quella dell* 
altro; pafTando poi alla feconda colonna, fé ne dedurranno 
le feguenti equazioni : 




ec. ec. 



quelle equazioni ballano per determinare 5, r, j ec. 

In fatti, dietro alle convenzioni di già (labilite;/> è 
il coefficiente di i nella riduzione in ferie della / (*-|-/) ; 
p' deriva da p , nella fteflfa maniera che p deriva da / (a:) . 
Dunque e/Iendofi rapprefentato p con /'(*), p* farà il 
coefficiente di t nella Chiamando P’{x) quello 

ultimo coefficiente, fi avrà p'zzf*'(x)‘ e facendone la 



pt ftt (x) 

foUituzione nell’equazione qzzz — ^ fi troverà f = — . 

% 7è 

^ deriva da j, come p da /(at); 

dunque q* farà il coefficiente di i nella • 

Denominando /'"(*) il coefficiente di i nella 
fi avrà q':=z — — - — foftituendo quello valore nel' 
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equazione r ss -2— , li troverà r rs: . 

3 3 

rt deriva da r, come /> da /(*) : 

• . f***{^~{'*) 

dunque r' farà il coefficiente di / nella . 

3 

Denominando /•''(*) il coefficiente di i nella 

/*'^( * ) 

fi avrà r' ss ■ foflituendo quefio valore nell’ equa- 

a. 3 

zìone r = — , u troverà s scs . 

4 3* 4’ 

Si potrebbe continuare indefinitamente fempie nella 
fieffa maniera; ma riavvicinando i rifultati digià trovati, 
affine di conofccrne la legge , vedremo che avendo rappre- 
fèntato il coefficiente di * nella riduzione in ferie di 



ec. 



per 



fi-) 

n-) 

/"'(*) 

fi-) 

ec. 



f>(x) . f*i») 

lì ha per ipotefi f ss ^ \ da cui fi trae />^s= 



« ? 



_ ClIfJ 



1 . 2 
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Così ài q — 



P^ix) 



_ r'(x) \ 

”■ I. 2.3.4 



< 14 )o 

1 



fi hs r*zz 



px (x'': ' 

1.2. 3 



f"> fATÌ 

sf= 

I.2.3.4 



; e j-rr 



_P"(x) 

I. z. 

— ^ ^ { 

1 .2.^.4 

_ '/^ fx) 
“ 1.2. 3.45 



Soflituifcanfi adefio invece di i-,' ec, i loro 

valori nella riduzione in ferie della e fi avrà 

I 1 'f 



/"'(,) _1Ì_ +/•.(,) — !-L ... ec. 

1. 2. 3 1 2. 3. 4 

5. Se yF hanno tre fun^jent ridotte in ferie ed ordii 
nate fecondo le potente d* X 0 di àxy come 

U = a h. d X e, d X - d. d X ì cc. 

V '=:■ 4" ^*dx cJdx' -f- d/ r/ .v 3 ec. 

W= a"-\- bJ'dx -f cf'dx'- + dy'dxì -f- ec. 

e che fen^a ccr.ojcere il valore di V , fi fappia eh' è in, 
T et medi ario tra quello di \J e di W , cioè piu grande 
dell' uno e minore dell' altro fe le due ferie ejìreme han, 
f.o un cerio numero dei loro primi termini eguali tra loro ^ 
la ferie di V avrà il medeflmo numero de'fuoi primi ter. 



i 

I 
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fnhì (tì termini corrifpondenti delle altre ferie , Se 

fi ha ^ per eftmpio a =: a'' , b b'"j fi avrà pure 

a' = a , b^ £= b . 

Suppongali che flstlì dato ^ d x un valore cos) piccolo 
che rcpda minore di qualunque quantità data la fomma 
di tutti i termini , che feguono il primo di ciafchcduna 
delle ferie propofie, 

-f- 1 

c che in quello flato fi rapprefentino per a' «h* > 

fe fi fottrae la prima dalia feconda , e la feconda dalla 
terza , fi avrà a* — a “I" d' ì 

a'' — À! 4" y* — J > rifui tati che 
in virtù deir cnunziato della propofizione , debbono eflcrc 
pofirivi l’ uno 9 T altro . Ma fc fi fa e fi 

faccia fuceelfivamente , a* a d 

a — ^ r I fi proverà , 
che finché d non é nullo, i valori delle formule fuindicatc 
faranno di fegna differente . 

Infatti ioflituito a* a -j- d 
fi avrà a d — a y — J' lrs-f'^-4'e^'— >«}'l 

^ ^ -j- y'- = - </ 4- Jv/f 

e foflituito 

fi avrà » — — 

tf" 4 r; . 4 -j- yf^ J\ f sz-j-> à-h y'— J\'j , 
Dunque d dev’ cflere nullo , e perciò a* = a . 

Se fi prende dx cosi piccolo che renda minore di 
qualunque quantità data la fomma di tutti i termini che 
lèguono il fecondo , fi proverà nella flefla maniera efie 
hf ^ h. Dunqt:e cc, 
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Defintì^jonì chiare e precife del Calcolo differen^tale 
ed integrale I e fpiega::ione della notac^tone 
■ introdotta da Leibntc^io . 

6. Abbiamo veduto nel numero quarto che fc fi ha 
una funzione qualunjue /(*) d’ una variabile Af, c che fi 
accrefea la variabile d’ una quantità /, fi avrà 

I 

/(*+;)= / w + //f,) ; +/"(,) il +/"' (,) ~+ «. 

1.2 1.2.3 

Se fi laprà dunque trovare il coefficiente della prima po- 
tenza di /, fi fapranno trovare anche tutti gli altri, giac- 
ché fi derivano tutti nella flefla maniera e colla medefi- 
® potrà quindi trovare la riduzione in ferie 
d’ una funzione qualunque di a: -f- /, Quello metodo di 
trovare i coefficienti di / facendoli derivare "li uni da"H 

O O 

altri è molto più femplicc di quello che potrebbe fem- 
brare a prima villa . Egli è vero che bifogna làpere ri- 
durre in ferie qualunque funzione , ma finalmente quella 
operazione fi riduce fempliccmcntc a faper trovare i fe- 
condi termini . Qiiella maniera di confiderare le funzioni 
ci conduce ad una nuova fp>ecie di calcolo , che ferve a 
rifolvcre dei problemi , che non li potevano feiogliere 
coir algebra ordinaria . Si fa già , ed i Geometri che pe- 
netrano nello fpirito delle loro operazioni , ne hanno con- 
tinuamente delle pruove , che ogni volta che s’ introduce 
nel calcolo qualche nuova operazione, quella fa nafeere 
delle relazioni novelle , che conducono fpelTo a nuove 
verità . 

La ' 
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La derivazione fucce/fiva delle funzioni P'(x), 

f***(x) ec. Je quali fi deducono dalla funzione propofta f (x) 
per una ferie d’ operazioni affatto diverfe da quelle che 
fi praticano ntlT algebra comune, deve dunque effere ri- 
guardata come un nuovo ramo dell’ algebra . Effa ci offre 
fubito i due problemi fegucnti ; 

Data la funzione generatrice d'ima variabile^ 
trovare le funzioni derivate , moltiplicate per le varie pò* 
ten^e dell' accrefcimento della variabile. 

2,° Data una qualunque delle funzioni derivate , moU 
tiplìcate per la potene^a rifpettiva delT accrefcimento della 
variabile^ trovare la funzione generatrice . 

7. Se fi confronta la formola /(* + »') = 3 /(*)+ - 

P(x)i 4“ /'' ( * } — + f'*' (x) ec. colle varie 

I* • 2t i * 2)« ^ 



differenziali fucceffive d’ una funzione nota di * , trovate 
colle regole ordinarie , fi vedrà che quelle varie diffcren- 
•ziali coirifpondono perfettamente coi termini della noflra 
formola , facendo però in quelli allrazione dai denomina- 
tori numerici. In farti, mettendo nella fuddctta formola 
dx in luogo di iffi avrà f (x d x) f (x) -hf'(x) dx 

+ /.'(,) l'J + {«'{.) ec. 

X • *0 X » Ài» ^ 



Ora fia f(x) rr x» farà 

“f" ~ 'f" '* *”“^ ^* Hh ' 



n. («—1 ) X «—» n. (w— I ) («—2) * »— 3 f- ec. 

i.a. ‘ 1. 2. 3 ' 

B 
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Si Vé(Ìi fubifo che 

P [x) d X zs n X "“•* d X 

P* {k) die - ^ n.{n — l) x d x * 

d X 3 S± M. (»*— l) (w — a) * d X3 

cc. ec. 

fe le quantità » x ^ d x y ». (»— i) * *"» d x^ , ee. 
fono appunto le diffcrenaiaJi priine , feconde) ec. delia 
funzione X » . 

1 due ptoblethi dunque del numero precedente corri* 
fpondòho perfettamente a quelli altri due t 
1 1 Data una funi^ìone qualunque ) irVuate le fue vd> 

irte dtfferen’^iali t 

il" Data una delle dlfferèn^tall qualunque , trovate 
fa fua integrale. 

Noi lìamo adunque àdelfo nel cafo di formarci dellt 
idee chiare e precife del così detto Calcolo Differenziai* 
ed Integrale ) fenza avef bìfogno di ricorrere a 
vaghe e paradolTali, come fono quelle degli infinitamente 
piccoli I Balla Concepire una funzione qualunque d’ 
Variàbile accrefeiuta di un’altra quantità, ridotta in una 
ferie ordinata fecondo le potenze dell’ accrefcimcnto , « 
Confidcràre i Varj termini di quella ferie, che fono tanti 
prodotti di altre nuove funzioni che portano, per così 
(dire , 1* impronta della prima , e che fono moltiplicate 
per quelle differenti potenze dell* accrefcimcnto . 

PafTiamo ora a conofeere e a fpiegare i fegni- thè fi 
fono impiegati nel Calcolo Differenziale. Vedremo che 
quelli légni tengono al punto di villa» lotto del quale quell* 
calcolo è flato confiderato dal fuò inventore » 
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8. Se dalla funzione f[x-j-i) fi fot tragga la funzione 

/(*), fi avrà f(x-hi) — fx=. /'(x) i -f- f*(x) '— 

i.z 

+ 4-éc. 

i.2. 3 

Ora /(« + /) — /(a:) è evidentemente la differenza 
tra lo fiato primitivo della funzione /(*), c quello che 
rifulta dal cangiamento arrivato ad * per l’aggiunta che 
gli fi è fatta della quantità i : il fecondo membro dell* 
equazione precedente è dunque la riduzione in ferie di 
quefia differenza ordinata fecondo le potenze di », e fi 
rimarcherà che bafia conofeere il primo termine per tro- 
vare _/^(ac). Abbiamo veduto nel numero precedente che 
quefio primo termine è precifamente ciò che fi chiama la 
differenziate . Dunque colla denominazione della differen~ 
ziale d' una funzione s’ intende dire una parte della diffe- 
renza tra la funzione prima, c la funzione in cui fi c 
accrefeiuta la variabile d’ una nuova quantità , ovvero 
s’intende con qiiefio nome d’indicare il primo termine 
di quefia differenza . La differenziale poi s’ indica colla 
fola lettera r/ j avremo dunque d /(a:) =s f* {x) », c 



quindi f{x) = ^ : — • rifultato che prefenta nello 



fìeffo tempo una nuova maniera di cfprimere f*(x), 
dividendo la differenziale della funzione propofia , oppure , 
il eh’ è Io fieflb , dividendo il primo termine della diffe- 
renza tra i due valori confecutivi di quella funzione, per 
V accrefeimento • B z 
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Si vede facilmente che per quella divifione i fvaniTce 
dal valore di /' (v) , nel quale non deve entrare , di mo- 
do che quello accrefci mento (i può rapprclcntare come fi 
Vuole. Per mettere dell’ uniformità nei fe^ni , e rappiefcr- 



tarc in un modo <;^eneraic T cfpreirione 






tale che 



pofìa impiegarli qualunque fia la lettera che rapprefenta 
la variabile eia cui dipende la funzione propofia , fi pote- 
va dunque mettere ^ a: in luogo di / , cioè fi poteva fup- 
porrc che x fi cambiaflè in ar -f- ^ , dal che rifulra 



Pi-) 



^f(-) 

d X 



. Applicando la caratterifiica d alla va- 



riabile Xy s’ indica il fuo accrefeimento con un fegno , 
che ne fa vedere P erigine , ed è quindi vmeno arbitra- 



rio di i. Se fi avefie ÌIÌLÌ.^ 

dy 



fi vedrebbe fubito che 



quefla efpreffione è per rapporto alla <f{y) precifamente 



quello che 



df(x) 

dx 



è per rapporto a f(x),c che 



dy 



rapprefenta 1 ’ accrefeimento ipotetico di y . 

E’ facile parimente il vedere che dx non è altro 
che un fegno impiegato per indicare l’ operazione che fi 
è fatta per giungere all’ cfprcflìone f'[x)y e per far fem- 
P’C olfervare che non fi è 'confidcrato che il primo icr- 
mine della riduzione in ferie della diiferenza indicata * 
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poìcliè d’altronde fi fa fcmpre aftrazione dal valore dell' 
accrefciwento che rapprefenfa . 

Quella notazione che ferve a rapprefentarc 
può elTèrc applicata con un metodo analogo alle funzioni 
cc. In fatti, per le cofe 'dette abbiamo 

/'(*+/) =/'f.v) -f- /"(*) / 4- cc.' 

=/"(*) + ec. 

= P'\x) -j~ p''(x) i -f" ec, le quali equazio- 
ni diventano 

/' ( * -f* 0 — =/"(*) » 4* ec. 

/''(. + /) - .rf*) i -f- cc. 

— /'"(*]= /“'(ar) / -f-ec., e follituendo ad /, fi ha 
r{x-{-d x) — //( A- ) =/"(*) ^ A 4- ec. 

— f"(x) = /"'(at) -f- ee. 

(a: 4" — f*"{x) = /‘''(-v) dx 4" ec. ; ora per 
la definizione data della differenziale fi ha 



/''(a) = ^//(a) 






dx ^ dpf*{x) 




d X 

_ dp'(x) 
d X 

^ inasti 

d X 



< 




N 
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d’onde feguc che fi può dedurre tiafclicduna delle funzioni 
//(*), /" (a:) , /'"(*} cc. dalla differenziale che la precede. 



Se fi foftituifee in luogo di f'(x) il 



Aio valore 



ei X 



o 

in quello di /"(*), A troverà /"(») =: ^ 



Continuando collo fteffo metodo, fi rapportano immedia- 
tamente alla funzione primitiva tutte le funzioni derivate ; 
ma la notazione va diventando fempre più complicata . 
Per femplificarla , A offervi che riguardando d x come in- 
variabile , /^(*) <^ * A cambia in • ft x J x ") d x ^ quan- 
do X diventa , e che A ha 

ff(x-}-dx)dx-^ P(x) dxr=:f**(x)dx* ; dunque 

(x) d X ^ d ff (x) d X ; per le Acffe ragioni 

\ 

f"(x)dx3s=d/"(x)dx^ 

f^''(x) d x^ ZIZ d d x'i 

cc. ec. 

Se A mette nella prima di queAe equazioni per /'(*) d x 
il Aio valore df(x)y A troverà f'*{x)dx = d d f (x) y o 
per più brevità :=</= /(*), e quindi le feguenti diventeranno 

dddf(x) = d^f(x) 

/• V * 4 ~ dd d df (*) d ^ f (x) 

ec. ce. ec. 
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Quefte iiltim? danno delle efpreffìoni molto fempllci 
per le funzioni derivate ; poichi fi ha 



P(.) = 



ilLil 

d X 




d x*' 

\ 



r(*) = 



d 






d X* 



ec. ec, 

Rifulta da ciò che df{x) è dólche fi chiama la diflfe* ' 
rcnzislc prima, o femplicementc la differenziale di /{*)j 
d - f [x) è ciò che fi chiama la differenziale di quefia dif# 
ferenziale , ovvero la differenziale ^pconda di 
dof(x) la differenziale terza , ec. 



le funzioni /'(*)> 1 

n») ) ^»/(*) > 

ec. ec. 

fono chiamate col nome di coefficienti differenziali, e fi 
difiinguono tra effe pel numero diverfo di differenziazioni 

che fijppongono; ^ t per efempio, che nafee dalli 

differenziale terzaj farà il coefficiente differenziale del 
terzo ordine. 

B 4 
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Soflituendo nella riduzione in ferie di /(•«-f'*} 
luogo di f'(x), f'\x)ì cc. le loro efprefTioni dietro 

alla notazione, di cui abbiamo fpiegato i principj , fi avrà 



rf t ri , d‘f'x)l'- fi'^f(x) /3 

=:/*+-- +-rrr rr + 



tì' A- • 1.2 



à x'y 



I 2.3 



-f-CC. 



Rapprefentifi la funzione f(x) colla fola lettera «, 
le fue differenziali fucccfllve faranno efpreifre per 
duy </*«, </ 3 » ec. , ed i coefficienti differenziali per 



d u d~ u à 3 u . j. , , . _ 

— , — , ce. ,ed X diventando « fi cam- 

d X d X ‘ fl *3 



1 3 



.... .dui , d ^ u ì * d 3 u 
bierà in « *f- 4- f — 

d X . d X ^ i.z d X 3 i. 2. ^ 



-f- ec. 



Meffo in fine d x in luogo di », e fatta f (x^i) farà 



i^t*dxd"udx~, d^ tt d X 3 

u'zzu -j 1 _i_ 4- eCi 

d X I d X ^ 1.2 ' d X 3 1 . 2. ^ 



Quella è la formola conofeiuta fotto il nome di Teorema 
di Tailoro, perchè fé ne deve la feoperta a quello dotto geo- 
metra inglefe. Effa ferve in qualche modo di bafe al calco- 
lo differenziale. Noi l’abbiamo dimoflrata nel tempo fieffo 
che fi è fpiegata la notazione ufitata del calcolo differenziale - 
Devefi avvertire che non bifogna confondere le quan- 
t’.tà dxf dx^ y d X 3 ec. ch’entrano nella fuddetta formola 
come denominatori, con quelle ch’entrano come numeratori. 
Le prime non fervono nelle efpreffioni precedenti , che come 
legni indicativi delie operazioni da farfi , cioè fignificano 
eh’ è la quantità a quella che varia; i fecondi poi efprimono 
r accrefcimcnto medefitno cheli attribuifee alla variabile x. 
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RIDUZIONE DELLE FUNZIONI IN SERIE. 



FoN7iom Esponenziali . 

Rìchir^jnne in jerie della funzione 
coll'ufo degl' infinìtejtmt . 

p. "Poiché z:zi yfc l’efponcnte diventa una ijuantiti 
infinitamente piccola , anche la potefià fupercrà V unità 
d’ una quantità infinitelìma . Sia dunque co una quantità 
infinitefima , ovvero una frazione così piccola che fola* 
mente «“non fia eguale all’unità’ farà a<^z^ i + 4 . 
indicando >{, qualunque numero infinitamente piccolo . Sarà 
dunque -vi o uguale w, o maggiore o minore, la qual 
ragione dipenderà dal valore della lettera' /t j ma quella h 
ancora ignota ; fi potrà dunque fare -vj, = k co , per cui 
fi avrà a l 4 w . 

EfTendo a * = i co, farà a z= ( i -f- /k co ) ' , 
qualunque fia il numero / . Sarà dunque <x i 



I 



1 ( 1 — I ) 



I- 2 



I. 2. 3 



Se dunque fi fa t —, e ^ indichi un numero qualun- 
que finito, per effere co infinitamente piccolo, t farà in- 



finitamente grande , e quindi co = 4- » talché co farà 

frazione d’un denominatore infinito , c perciò infinifamen- 
Xe piccola , come fi è prefa . 
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Softituifcafi dunque -?• invece di co, e 'fi avri 



4 ^ = 1 4- i ^ r,- A 3 !?: 5 4“ 

^ I ^ 1.2./ ^ ' 1.2.3./» 



CC. 



la quale equazione farà vera fe al numero / fi folli» 
tuifca un numero infinitamente gr*ndc. OlTcrvifi che k 
un numero definito dipendente da « * 

Elfcndo / un numero infinitamente grande « farà 



/ — I 



■: — =r I ; poiché quanto piìi grande è / , tanto piìi 

il valore della frazione »' . ' fi accolla all’unità. Quin» 

/ 

dì fe / è piu grande d’ogni numero alfegnabile, la fra- 
zione ■ farà eguale all* unità • Per la fteffa ragione 



/' — I I / — 2 I 

avremo — r- — — > r- = — cc. 

a- 3* 3 



Sofiituiti quelli valori, fi avrà //«:=X 4 *^< "f* 



1. a 



4 4" 

1.2.3 
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Riduzione tn ferie della Jlfffd funzione a* 
fen^a il foccorfa degl' infinite/ìmi . 

IO. Sia yzza* . Mettafi invece di ij eh’ è 

Io fleffo che lafciarc , c poi invece di ( i -f-'»— I 

jnetrafi *^h’è pure Tempre la flefla 

cofa che lafciare « * * fi avrà 

r il 

^ = [(14*'*"'*)'*]'»» ® quantità 

r 

qualunque che dovrà fvanire da fe fteflTa nel valore di^. 
Kiducafi adeflb il binomio ( i nella ferie 



(._.) = + +ec. 



1.2 



I. 2. 3 



e fi ordini fecondo le potenze di », e fi avrà 

I coefficienti J? , C , D, ec. fono dati in « , c fi ve- 
drà facilmente eh’ è 






-f- ec. 



Quanto agli altri coefficienti noa fi avrà bifogno di cer- 
carli, perchè fvaniranno dal calcolo come fi vedrà. 
Facendo quella foftìtuzione, fi avrà / = 

•f-C » 3 -f-ec.) nj e riducendo alla maniera del binomio , verrà 
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— ec. ) 

n 

4" — ^ :; — ^ « -f- -S H * 4" C » 3 -f" cc. ) * 

2 p ^ 

, 3.« 

cioè , togliendo le potenze « comuni ai numeratori ed 
Sii denominatori 

.>■ — 1 4 " a: (i^ 4"-®”4*C”*)4" - 4"-®”4“^”*y' 

2 



— 2 



HÌ 



( 4* S n~ 4“ C. w 3 4“ )3 4" cc. 




, X ( X —n) ( x^Zn) , 

4“ 4“ cc. 

3 

Ora efTendo la quantità n arbitraria, e dovendo per 
la natura fteifa della funzione^ fvanirc dairefprefiìonc di 
quella funzione, bifognerà che tutti i termini moltiplicati 
per le varie potenze di n fi dillruggano reciprocamente . 
Non tenendo dunque conto di quelli termini che devon* 
fvanirc qualunque fia «, fi avrà femplicemente 



, ^ , tY* *2 , .Y3 *3 cY4a?4 

1 -f-tA^x-j- 4“ 4" r cc. 

' 2.3 * 2.5.4 
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Confronto di quefù due metodi differenti per ridurre 
in ferie la funzione efponen^ale , 
e quindi vero fpirito del principio degli ìnflnitefimi 
nella riduzione in ferie di quejìe funzioni. 

li* Il primo dei due metodi fopra cfpoOi è tratto da 
Eulero , ed il fecondo da Lagrange , come fi farà in pro- 
greffo, quando fi vorranno prefcntarc le due maniere di 
calcolare, o di dimoftrare per mezzo del principio degli 
infinitcfimi, o fenza far ufo di quello principio. Solamen- 
te nei varj metodi di Lagrange Iceglieremo i più lufcet» 
tifili di confronto con quelli -di Eulero jo cercheremo di 
renderli tali , procurando , anche quando Io crederemo 
utile, di prefentarli in una maniera più facile, profittan- 
do dei lumi che abbiamo tratti dalle opere di Lacroix e 
di Arbogaft . Il primo fegui in gran parte i nuovi 
principi di Lagrange nel fuo trattato del Calcolo diffe- 
renziale ed integrale ed in quello delle Serie* il fecon- 
do ebbe alcune vifie fue particolari fulle funzioni che 
coincidono perfettamente con quelle dello fle/fo Lagrange. 

Efaminando il metodo di Lagrange per ridurre in fe- 
rie la funzione a * fi vede eh’ elio confifle ; primo , nel 
dare alla quantità a la torma i I ; fecondo, nell’ 

inalzare quella quantità prima alla poteflà » , poi alla 

potefia . Il mettere i a — i In luogo di a rton è, 
» - . 

^omc fi v€dc , alterare per niente la fleffa quantità ma 
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è folanacntc meJrcrIa fotto una tale forma, che faccia che 
la fua potenza fia fuftettibilc d’ clTere ridotta in ferie, 
poiché una quantità fotto la forma di monomio no» lo 
potrebbe effere. L’inalzare poi quella quantità prima alia 
* 

poteflà n , e poi alla poteflà — , è lo flelfo che inalzarla 

folamente alla pnteflà af,come deve farli, c la quantità » 
entrando prima come potenza , poi come radice d’ una 
ftelTa quantità deve finire collo fvanire, ovvero tutte le 
quantità nelle quali entra n devono reciprocamente di- 
ftruggerfi . Quella elevazione poi di potenza , e quella 
cflrazione di radice fono necefarie per trovare i’ ultima 
riduzione in ferie della quantità a* che fi cerca. Tra le 
quantità che fvanifeono per contenere dei prodotti delle 
varie potenze di « , fi vede dalla penultima formola, che 
fvanifeono tutti i termini meno i due primi, dalia rida'* 
zione in ferie della potenza ( i — i ) ” . 

Dopo aver premello quello piccolo efame fui metodo 
feguito da Lagrange , palTando all’ efame di quello, di Eu- 
lero, fi vedrà facilmente che la quantità indeterminata » 
di Lagrange corrilponde precifamente all’ co di Eulero , c 

quindi — è la fleflà cofa che t — . 
n « 

Infatti fi fa <»" da Eulero, come fi fa i)* 

da Lagrange. Solamente Eulero non dà per la riduzione 
in ferie dj a<» che i due primi termini , mentre Lagran- 
gc li dà tutti . Ma tutti quelli c-he feguooo il fecondt 
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fono per il fatto inutili , pervhè già in nne devono fvani* 
re per non potere elTere liberati da m , o dalle fue varie 
potenze ch’entrano come fattori. Si polTono dunque omet* 
tere fin dal principio, e lì può fare folamente 
Come fi poteva fare con Lagrange 

( corrifpondcndo >A a. k) . Non è dunque altrimenti vero 
che fia folamente , per elfere u infinita» 

mente piccolo , perchè per quanto piccolo elfo fia , deve 
elfere fempre a " tr: 

è che fi fa a " rr: i -f- /^ « , perchè fi trovò cq^ fatto cf- 
fere inutili tutti gli altri termini . 

Si fa poi da Eulero a »'■- zzz (i -f- ^ w ) ^ , ed anche 
quella equazione corrirponde all’altra di Lagrange 

(l »J«C «3 ec.)Tj 

poiché elfendo / ~ , la fuddetta equazione di Eulero è 

Ci> 

r. 

( 4 « )T sss ( I 4 a? )T • folamente nel fecondo membro 

dell’equazione di Lagrange fi continua a tener conto di 
tutti i termini della quantità (i-f-tf — l )• ridotta in 
ferie, dei quali fi è già fatta rimarcare la fupcrfiuità. 
Continuando il confronto , fatta prima la folUtuzia» 

ne dì in luogo di a nella riduzione di ( i -j* li w ) ' , 

fi troveranno pure identiche le due formole feguenti, ben* 
chè a prima villa non apparifeano tali. 
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di Eulero 

, I , , I ~ » ) , , ^ 

+ ■ ^ * 4* ce. E 

I 1.2./ 

di Lagrange 

*”l"CcO' L 

2i 

In fatti fodltuilcafi nella formola di Eulero — in 
^ - <y 

I 

luogo di i , e fi avrà ' 

» * 

‘ (--0 

/ (r-)-h CC. E 

1 . 2 . - 

w 

= (i‘) + ec. E 

2 

La differenza non confinerà fempre che 'nella omiffione 
dei te.'-mini del valore di // “ , dopo i due primi . 

Ma giunti T uno e 1* altro a quelle penultime for- 
mole E , L , fempre con equazioni che fi trovano identi- 
che per ogni poco che fi efaminano, i ragionamenti del 
^rimo fono ben diverfi da quelli del fecondo per trovare 
la fieffa formola finale , o piuttofio Eulero ricorre al prin- 
cipio deir infinito , che per lo meno non è fufcetfibile di 
quella evidenza c rigore di dimoftrazione che giufiamente 
richiedefi nelle matematiche* mentre Lagrange' non deve 
fc non fe ricordare che la quantità » facendo e disfacendo, 

per 
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per così dire , la ftc/Ta operazione , debbono fvanire tutti 
i termini che moltiplicano quella quantità , o le fue dif- 
ferenti ^potenze . Pure anche in quello i calcoli fono i 
medcfimi , e la differenza non illà che nella diverfa ma- 
niera di efprimerfi. Infatti Eulero conlìderando i come 



una quantità 



infinita fa 








1 

— ec. 
2 



c Lagrange, per togliere tutti i termini nei quali entra 
», elTcndo n una quantità che deve fvanire, fa * — «zza-. 



X 2 » — X y ec. Ma il fare 



zzz I è lo flclTo che 



fare A — w = Balla, per vederlo, foflituire — in luogo 

-S. _ T 

t — I * 

di i nell’ cfprelfione — ~ = e fi avrà 

ovvero ? — &) = !;;, efprelficnc identica con *—» = *, 
avendo già fatto oflèrvare ancora che x rapprefenta 
ed » è rapprefentato da ». Nello flelTo modo fi trova 

che r- = — corrifponde a * — a » * , ec. 

z t 2 

Rifulta da quello confronto dei due metodi , e dalle 
rifielConi relative che tutti e due fono nel fondo i mede< 
fimi , che a mano a mano le formule fono identiche , c 

G 
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che perfino i ragionamenti non difFcrIfcono che nelle pa- 
role . La quantità rapprefentata per u da Eulero, e chia- 
mata infinitamente piccola , è precifamcntc la quantità ar- 
bitraria n di Lagrange,ela quantità i ovvero -1 eh’ Eu- 



lero impiega come infinita, corrifponde alla quantità — di 

Lagrange, e tanto con l’uno che con l’altro, col pri- 
mo w , col fecondo », fervono a fare fulle ftefle quantità 
delle operazioni contrarie a quelle che fi faano dappoi o 

con i = — , o con — , per cui alla fine del calcolo 

Oj » i 

debbono fvanire tutti i termini che contengono « da una 
parte, ed» dall’ altra . Dunque la quantità co che rapprc- 
fenta Tinfinitefimo, c ferve poi a rapprefentare l’infinito, 
impiegata come denominatore d’ una frazione , che ha per 
numeratore una quantità finita x » ^ i" foftanza che 

una quantità fufifidiaria ; e tali denominazioni d’infiiiitefi- 
mo e d’infinito, che d’altronde non prefentano mai idee 
chiare c difiintc non fervono ad indicare fennonchè fi debbono 
efeguire due operazioni 1’ una all’altra contraria , le quali 
operazioni 'fono nel noftro cafo elevazione ad una indeter- 
minata potenza , ed efirazione d’ una indeterminata radice 
Tempre della fieffa quantità . 

FafTiamo adefib ad efaminare le funzioni logaritmiche. 



Digilized by Coogle 




o( 35 )o 

FUNZIONI LOGARITMICHE 



RìduT^jone in ferie della funzione log. x 
coll* tifo degli infimtejìmt. 

li. E^flcndo <i“ = I -f -4 (M , facendo a infinitamente 
piccolo , fé o è la bafe , fi avrà 

<0 =r 1. ( I -f" ^ !• f I "f“ ^ 0) ) * 

E’ chiaro, che quanto i farà maggiore, tanto piìi 
(i fupererà l’unità; quindi facendo izz ad un 

numero infinito (i arriverà a qualunque numero 

maggiore dell’ unità Pongali dunque 

I I 

farà i , e ku zz(i -\~x) » — i» 



quindi ^ (i "1“* i ) . Eilèndo /cossi, (i-f- x). 



farà 1. (i -f" *) ^ » pofto • “3 

numero infinitamente grande. Ora è 



(l-f-*) 



JL . I 1(^-0 , 
J SSI + -X r— T— ** 



I. z,/ 



-f- ec. 



Eflendo / un numero infinitamente grande, farà - — r = — » ec« 

z / z 

quindi farà — ® 

perciò 1. ( I ~ + j~ + «c. 
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Riduzjone tn ferie della fleffa funzione log. x, 
ferina il' foccorfo degli ìnfinitefimì , 



ì. Sia =^« 



a* zzjf . Mettafi qucfla equazione fotte la forma 
-{-<j — i)»* r= eh’ è identica ' cfella 

precedente, e nella quale n è una quantità qualunque che 
«on deve entrare nel valore di * in 

Kiducendo i due membri alla maniera del binomio , 

fi avrà I » X (a— I ) ( <* — i ) • 



■4. 

a. 3 • 

. , , » ( » — - 1 ) , . 
= 1 4- » (i' — O ^ :: — - (/ — I ) ' 



»(w— l)(w — 2), . . 

-f. -J — I ) 3 4 - €C. 

3 

Cioè togliendo l’unità da una parte e dall’altra, e divi- 
dendo per », fi avrà 



. X. 3 ' / . 
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1-3 



(>"r03 4-e<^* 



Ora efifendo w, come fi è detto,, una quantità inte- 
ramente arbitraria, e che non deve entrare nell’ efpreffio- ) 
ne di » in , converrà che i termini moltiplicati per le 
differenti potenze di » fi diftruggano da fc ftcflì ; talché 
non refiino che quelli nei quali non entra ». Quindi fi 
avrà, non tenendo conto che dei ^termini fenza », l’e- 
quazione fegiiente, nella quale s’impiega, per brevità, la 
quantità t/f, determinata come fopra ( num. io). 



I— - cc. 

d’onde fi ha 

*= leg.>'= j (y i (/-i) - -f- i f/-r) 3 - ec.) 



Confronto dei due metodi precedenti ^ 
e quindi vera idea degli infinitejìmi nella riduzione 
delle funzioni logaritmiche , 

14. Se nell’equazione finale dì Eulero fi mette -I 
in luogo di 9f, ovvero fe io quella di Lagrange fi mette 
*-f-i in luogo di y , effe fono ridotte a due etjuazioni 
identiche, avvertendo che è lo fieflb che k. Il calcolo 1 
di Lagrange fi può dunque riguardare come la dimofira- 
zionc di quello di Eulero • Ma non fi tratta di provare 

C 3 
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che il rifultato di Eulero ottenuto coll* ufo degl’ infini- 
tefimi lìa vtro; fi tratta di far vedere lo fpirito del me- 
todo degli infinifefimi, cioè il vero fenfo nel quale debbo- 
no efiere intefi * c per far ciò bifogna, cf>me facemmo 
nelle funzioni efponenziali , confrontare a pafìfo a pafib il 
calcolo di Eulero con quello di Lagrange . Ora nella ri- 
duzione di quelle funzioni le marcie dei due metodi non 
fono così uniformi da poterle confrontare con quella faci- 
lità y con cui abbiamo fatto per la riduzione della funzio- 
ne a* , Ma noi vi fuppliremo col rifare il calcolo fteffo 
di Eulero, feguendo prccifamente la fua marcia fino alla 
formula finale, impiegando perfino le fieffe lettere, fenza 
parlare nè d’ infinitamente piccoli , nè cT infinitameatc 
grandi, ed ufando deirartificio impiegato da Lagrange, 
cioè introducendo una quantità fuffidiaria, che fvanirà alla 
fine del calcolo , e finalmente non trafeurando mai termini . 
Così il principio degli infinitefimi farà fpiegato , s’è pofli- 
bilc, anche con maggior chiarezza ed evidenza di quello che 
abbiamo fatto per la riduzione delle funzioni efponenziali . 



ElTcndo 



k* 



0 ) 



I. 2. 



4 " 






1.2.3 



4" ec. 



Se a è li bafe , fi avrà 

,/ 1 , ,4* «a* ,^50)3 ^ 

fii> = 1. I I 4“ ^ « 4“ 4" 4^ cc. I 

V 1.2 1.2. 3 ' / 



e moltiplicando l’uno e l’altro membro per — , farà 
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to X — =!•( » 4 '^"+-r-T‘ + rr^ + 'c. j „ 

\ i.z i.z. ^ y 

E* chiaro che in qualunque fiflema il logaritmo dell’ uni- 
tà elTendo uguale a zero , la quantità 

f I 4 “ + 1 " - — + ^ 

V. * ‘ i.z i.z. 3 / 

maggiore dell’unità. Pongafi dunque 

C. 4. i + ÌÌ-“i + «.■) ■^= I +*, fari 

V ' * I. Z I.Z.5 </ 



I “}“ <i) “f" ■“■*“ — ~ " 4“®c. |C 

' ' l.Z. I*2-3 



, ^®C0® I A ^ Oi ^ , / I ^ • j- 

IqH -I -f-ec-rrCi-t-*)" — !; quindi 

1*2 1 « ^ * 



- X a.+i? + ilfl + ec. = ^ X X ((•+*)• -■> 

b> 1 .z I . Z. j « A ^ ' 

/ 

ElTendo poi « X — ~ ( * "f* *) > 
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6) ( &> ”” I ) 

Ora è ( I -f-*')" = I + ^ ** 

&>(&) — i) (&) — 2) , , 

4 . *3-4- ec. 

T 2. 3 



Dunque 1. ( 1 +*) 4”'^" ^ 1” I 

1.2 I 




Ora trafcurando tutti i termini che moltiplicano le varie 
potenze di «, eirendo w una quantità arbitraria', che de- 
ve fvanire dal calcolo , fi avrà 



— T (*“7' ■ 

Bada aver rifatto il calcolo di Eulero in quefia 
maniera , per veder fubito cofa fignifìca la quantità infi- 
nitamente piccola , e la quantità infinitamente grande . 

Non abbiamo fatto ^Itro che mettere — in luogo di t, 

k * T %Èt 
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che d’altronde è precifamente quello che efprime la quan- 
tità infinitamente grande , perchè ( ufando i fegni adottati 

^ai fcguaci degli infinitefimi ) fe w=^,eflendo <= i_ 

« ’ 

farà pure eguale OC. Ma noi abbiamo veduto folamentc 
con quefla foftituzione di — per /, che l’ufo dell’ intra- 

_ Ct) 



duzione della quantità infinitamente piccola ed infinita, 
mente grande non fignifica che l’ introduzione di due quar^ 
tità r una oppofia all’altra, cioè tali che l’operazione 
che fi fa coll una , viene ••diftrutta dall’ operazione che fi 
fa coll’altra. Quelle due quantità dunque debbono in fine 
fvanirc. E come nel nollro cafo una è rapprefentata per 



*), l’altra per i , devefi fare fvanire « e le quantità 

moltiplicate per le fue varie potenze, onde toglierle dal 
calcolo amendue , 

Le poche differenze che ancora fuflillono tra il cal* 
colo di Eulero , c quello che noi abbiamo fatto , non fono 
che apparenti. Abbiamo ritenuto fino all’ ultima equa-' 
zione tytti i termini della ferie 



I -f- OJ -f- 






Oì 



1 . 2 



+ 



^ 3 co 3 



1 . 2 . 



-f- ec. ‘ ma noi già fa- 



pevamo che li potevano omettere fin dal principio tutti 
1 termini menò f due primi , come fa Eulero ; giacché . 
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come fvanifcono alla fine del calcolo , erano inutili . Così 
nella penultima equazione facendo fvanire nel fecondo 
membro tutti i termini che moltiplicano le varie potenze 

di « , è come aveffimo fatto ^ ^ — — ec. mentre 

2 2 



Eulero dietro ai principj dell’ infinito fa - — ^ =r -i ec 

z * 2 



Ma mefib — in luogo di * ncll’efpreffione r^=: — , 

w 2 # 2 



r u * ^ T — w I w — 1 I 

li ha — = — 1 ovvero = — 1 ovvero . 

^ 2 , , 2 2 2 2 

Polliamo dunque conchiudere, anche per le funzioni 
logaritmiche , che l’ infinitefimo e l’ infinito corrifpondono 
ad una fielTa quantità impiegata in fenfi oppofii, e che 
non v’ ha che una differenza d’ efprcflìone tra i principj 
d’ Eulero e quelli di Lagrange. 

FUNZIONI CIRCOLARI . 

Riduzione in ferie delle funzioni sen. x , cos, x 
per me^z^o degli infinitejimi . 

i5.]Per le formolo conofeiute nella Trigonometria fi ha 

( cos. ^ + \A— I . sen. ^ * = cos. » ^ i V*— i . sen. n ^ 
ovvero- * 
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( cos. ^ 4* V— I • sen* ^ ) * = cos. » ^ -f. V—l . sen. >i ^ 

( cos. ^ — V— I . sen. ^ ) «• = cos. « ^ - Y—t . sen. » 

Ora fommando tra di Joro i membri delle due equa- 
zioni precedenti , e poi fottraendoli , fi avranno le altre 
due feguenti equazioni 

_ (cos.^-fV-r .sen.^)*4-(cos.i~V-r .sen.r)* 

2 



sen tr~ — ^ 1 ~ r~ V-i • sen. ^ ) » 

^ ‘ , 2 V— I 

Svolgendo le varie potenze indicate di » , c riducendo fari 

eos. «^ = ( cos. « Li 5J ^sen. • 

1* X 



« (« — l) (w 2) (» — a) 

+ m r^. 4 : — 



ee. 



sen. »^=r » (cos. sen.;^— -i i (cos. (sen. ^ ) 3 

I« 2» ^ 

, «(«—1) («—2) (»—:?) («—4) . , . 

+ ■■ ('“■ <)’■■< (“"• <) ’ - «• 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 



Sia ^ infinitamente piccolo, farà sen. ^rrs: c 

cos. ^ == I . Se poi » è un numero infinitamente gra nde 
efiinchà £a finito, bifogna che fia n^;sx, rapprefeij- 
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tando per « una quantità qualunque . Sarà dunque ^ = ÌL 

n 

Fatte quelle foftituzioni , c ricordandoli che » — 

;i — z = n , cc; ; fi avrà 

, 

i.a. 3. 4. 5.d 



* * , 

cos. » s: I — h* 

1.2 1.2. 3. 4 



, ^ ’ I * * 

5cn. * ss * — ^ -I 

1.2.3 1. 2.3.4. s 



xt 

i.2.3.4.s.<J.7 



-f- ee. 



Riduzione in ferie delle funzioni sen. x. e cos. x\ 
fen^a far ufo degli infinitefìmi , 

\6. JL artendo dalle formole conofciute per la moltipli- 
cazione degli angoli 

cos. » * -f-sen. w* y*— I ss (cos. * sen. * V”"!)*» 

fi ha reciprocamente 

» 2 - 
cos. * -f- sen. x y— i ss ( cos. « * -{- sen. n x Y-i ) -, 

dove il numero » può effcre qualunque.. 

Anche fenza conofcere 1’ efprcflione di sen. x in fe- 
rie deir arco x, fi fa che elTa non può efiere che della 
forma t/f x -f* Bx* -f- C*3 -|- cc. • poiché dovendo di- 
ventar nullo il fieno , quando 1’ arco è nullo , è chiaro 
che quella efiprelfione non deve contenere alcun termine 



4 
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fenza x. Ora cffendo cos. *= V [ i ~(sen. ») » ], fi avrà 



cos. y* (i — x*^it/fBxi’—ec.) ss i~ 







I coefficienti «/, 5,cc. fi cònfidcrano come indipen- 
denti dall’arco per confeguenza elfi faranno i medefi- 
mi per ogni altro arco . Softituendo dunque » * in luogo 
di *,‘fi avrà parimente 

scn. n X n */fx n* B x* *|-»SCA:3-f- cc. , e 



« > X* , 

cos. « * s= I — — — — — 4- ee. 

a ‘ 

Dunque l’equazione precedente diverrà 

cos. * -f- sen. * V“— * 

ss * V’*~t V‘— I ~ — ) X* -|-ec.J * 

Svolgafi il fecondo membro alla maniera del binomio, 
facendo per brevità 

•Xss’^* V— I -}- » — — )x* -J- oc., efi avrà 

2 



COS.* -f- sen, * V"“i — ^"f*— 

n % »* 



, (l — ») f I — 2») , 4 . , 

4“ , ( » X ) 3 -f- «c. j ovvero 

». 3 » 3 \ / I 
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cos. X 4- sen. x \T —i = i 4" ^ ^ " 

z 

^ 1-3 

Ora poiché i valori di sen. * e di cos, x devono ef- 
fere indipendenti dalla quantità arbitraria », ne fegueche 
tutti i termini del fecondo membro, che fi troveranno 
moltiplicati per una ftefla potenza di », debbono diftrug- 
gerii reciprocamente . Non tenendo dunque conto che dei 
termini , nei quali , fatta la riduzione , » non fi troverà 
più , è facile il vedere che la quantità X fi ridurrà al 
Aio primo termine */fx y—i , c che i coefficienti delle 

potenze di ar fi ridurranno a i , ~ , — ec. ; talché fi 

^ 3 

♦ 

avrà femplicemente 

eos.x -f-sen.* V’— i i H — (òfxy—i)* 

2 

X \^“"l ) J "I* ec. 

2.3 

Ed effettuando le potenze di y — i , e paragonando tra 
di loro le parti reali, e poi le parti immaginarie , fi avrà 

4/^‘3 * 3 x^ 

sen. X *Ax • + ■ " ' cc. 

!• 2. 3 I. 2. 3* 4* S 
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cos, * r:r i -I — cc* 

I . z I. 2. 3. 4 

Non refta dunque adeffo che trovare la quantità uf. Non 
fupporremo, per rinvenirla» che il principio flabiliro da 
Archimede, che il feno» eh’ è la metà della corda dell’arco 
doppio , è minore dell’ arco al quale corrifponde , e che 
la tangente è pih grande di quedo fteflb arco. Si avrà 
dunque sen< x < x, e tang. x > x* ora elTeado 

SCO. X sen. x 

tang. X = = rrr 7 m “ 

° cos. X V [ I — ( sen. X ) » J 



sen. X 



— ; — 7 > X , e quindi 

V [i — (sen. xj*] ’ ^ 



sen. X 2 > X » (i —sen. x * ) , d’ onde viene sen. x > 






Impiegando dunque refprefrione di già trovata di sen. x in 
ferie, converrà che lì abbia per quanto piccolo fia l’arco x 



^3x3 , XS' 

%Ax'~- ■ -j , — ec. < X , > 



2.3 • a.3-4-5' V(' + ** )’ 

» 

dunque anche dividendo per x, farà 

.^3x* . w^5x4 



J — cc. < I , > 

2. 3 z.3.45' 
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Eflcndo Doi 



V(r+*"-) 



, cd cflicndo 



V(l+Af») 1+** 

✓ 

t 

V(J ‘ '!>= y (. 4;--) >7^= 



nello fìeflb 



- , t * ^ _ 

tempo A vede che ^ -f-* * ^ * 



perchè la differenza ne è 



*r 4 

I -f"** 



quindi la quantità eh’ è 



pih grande di 






— farà con maggior ragione pili 



grande di i — * * ; talché la fpecie d’ equazione d’ inegua- 
glianza fuddetta fi potrà ridurre alla feguente 



.^ 3 ** ^ 5 ' a: 4 

^ j- — ec. < I, > I — *» 



a- 3 



a. 3. 4. s 



*//* X * 

Ora , prendendo x tale che fia ^ < i , è chiaro che 



la ferie + cc. farà convergente t ^ 



2. 3 



ina 



Digilized by Google 




o( 4P )o 



ma > wtf’-- 



''fi* 

a- 3 



, perchè unendo iafìetne il fecondo ed 



il terzo termine , il quarto ed il quinto , e cosi in fe- 
guitOy non fi avranno che delle quantità tutte negative, 
ed al contrario unendo infìeme il terzo ed il quarto, il 
quinto ed il fedo, ec. non fi avranno che delle quantità 



6 

tutte pofitive . Dunque fupponendo , C avrà con 



maggior ragione - ■ — — < 

*• 3 



ed .//> I — ; per 



conlcguenza ìY > i — * » 



e < 1 4“ 



»//3 * > 



»• 3 



J 



il che 



dovendo aver luogo, per quanto piccolo che Ha il valore 
dì Xy ne fegue che fì avrà necelTariamente ,Az:zi . Infatti, 
fe 1 4 * eflendo i una quantità qualunque picco* 

X * 

liffima, pofitiva, ballerà prendere * tale che </, 



cd allora la condizione di v^< 14* 



*3 

3 



non avrebbe 



pili luogo. Parimente fe c//=i — /, baderebbe fare 
**</', e l’altra condizione .di > i — * * farebbe in 
difetto. Dunque nel cerchio lì ha necenàriamente 

P 
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ibuhqufi ìé dutf ferie ch’cfprimono 1 Valori di sen. A, e 
tost k il riducono alle fcguenti .* 



X » 



sent X 



+ 



X » 



— ec. 



1.1.5 1.2. 5.4. s 



* i , * 4 

eoi. « 1 — + 



i-* CC. 



i.a 1.2. 3. 4 



Rtfiefflonì /opra quefìi dite metodi ^ 

I ^tndi iiern idea degli infinitejìmi nella riduzione 
delle fuHt^iont tìrcolarì . 



D 



JL/opo ìe Cofc dette ai numeri It , 14, relativa» 
tnentc allo fpìrito d«!Ì’ infinitefìmo e dell* infinito iinpie» 
gàto nelle riduzioni in ferie cle’Ie funzioni eiponcnziali e 
logarìtmiche, non v’ ha più alcuna difficoltà per potere 
fpiegare l'ufo di quelli principi anche per le funzioni 
circolari. Si vede fubito a colpo d’occhio che la quanti- 
tà n arbitraria di Lagrangc corrlfponde alla fleffa quanti- 
tà n impiegata da Eulero , la quale fola rapprefCnta l’ in- 
finito , méntre la frazione d’ un numeratore qualunque, 
che la Contenga per denominatore , rapprefenta l’ infinitefi* 
tuo. Si Vede pure c.he tanto con l’uno che con l'altro 
Inetodo fi tratta di fare con » due operazioni contrarie, 
pir le quali alla fine del Calcolo debbono fvanire tutti i 
termini che la CófttCngono . Nel metodo di Eulero l’una 
di quelle operazioni è fatta coll' ìr.finitefimo , e l’altra 
Coir iofiniro , cioà , da un’ equazione identica fi cllcae la 
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radice n , e poi s’ inalza la fielTa equazione così ridotta 
alla potenza n. Per vederlo con tutta l’evidenza, nell' 
equazione fondamentale di Eulero 

( cos. ^ +. V'* — I • scn. ^ cos. » ^ + V* — i • sen. 

fofUtuifcafi in luogo dì z il iuo valore — fi avrà 

n 

( X X ^ ^ • 

cos. — _+ V“ * • SCO* — J ~ cos. * * • 

H n J ■ 

Dico che quella ultima equazione non è altro che l’equa* 
zione identica 

cos. * + V""i • Sfn. * = cos. » + V — I . sen. 

dalla quale fi è eflratta prima la radice n, e poi fi è 
elevata alla potenza n. Infatti , eilraggafi la radice fi 
avrà pei principj dimoflrati nella Trigonometria 

t 

cos. — 4- V*— I . sen. — =: ( cos. * +_ V* — i . sen. * } w . 
» n 

Elevifi adeflb quella ultima equazione alla potenza » • fi avrà 

« 

( cos. — 4* V— I ♦ sen. — ^ =scos. • sea.x, 

n — » / 

Non fi può vedere con maggiore evidenza che l’ infinite* 
fimo c r infinito non fono che legni o erpreflìoni colle 
quali fi fanno due operazioni l’ una all’altra contraria, 
che fi dilìruggono quindi reciprocamente , c che per tale 

D a 
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figìftftt (}evc l'vanire dal calcolo la quantità » che dlvef* 
famente poHa ferve ad indicarli tuwi e due , 

Nella lignificazione poi di sen* ^ , v’ ha una 
particolarità che non abbiamo trovata nella riduzione 
(ielle altre funzioni , perchè eflc erano efprellioni pura* 
tnente analitiche , e la prefente dipende dalle proprietà 
del cerchiò . Qucfìa pàrtlcólarità inerita d’cfleré rpiégata 
con tutta la chiarezza poflibile ; tanto pili ch’elTa comin- 
terà a fpargere della luce fui principio dell’ infinitefimo 
Impiegato coh tanto fuccelTo nell’ applicazione del calcolo 
differenziale alla teoria delle curve . 

Nói abbiamo veduto che Lagrange ha fuppofio efferfl 
len. * — -f- 5*- -f* -f- *d abbiamo tro- 

vato che tutti i termini del fecondo membro di quella equa- 
fcione meno il primo fvanifeono alla fine del calcolo , non 
potendoli liberare dal fattore delle varie potenze di ». 
Si poteva dunque mettere fin dal principio folamente 
Ben. * Se Eulero aveffe dunque fatto sen* 

faremmo nel medefimo cafo delle riduzioni delle altre 
funzioni efponenziali e logaritmiche, nelle quali fece 
= I 4"^" (numeri p, 12 ), e ciò lignificherebbe come 
in quelle funzioni, che non è veramente sen. 
tua che li può farlo, atteso che gli altri termini fono 
di già inutili per il fatto, perchè fvanifeono alla fine del 
calcolo. Ma qui fi fa una cofa di più : fi fuppone il 
coefficiente — i . Lagrange dimoftra che tale difatti 
dev’effcrc il Valore di %A'y e lo dimofira con principj 
tratti folamente dalla Geometria elementare. Ciò pofrebb» 
dunque ballare per effère afficurati che fi può fare sen. 
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e per vedere che ciò nulla altro fignifica fe non che fi 
può prendere della riduzione in ferie di sen. folament^ 
il primo termine e fi può fare inoltre ofzz.i^ per. 
chè così dev’efi'ere per le proprietà del circolo. Ma non 
fi fratta, come abbiamo fatto rimarcare altre volte, di di. 
mofirare la veracità dei rifultati trovati coi principi 
Leibnizio, della quale neffuno ne ha mai dubitato , nè po« 
leva dubitare. Si deve far vedere quale è il vero fpirito 
deir introduzione dell’ infìnitefimo , e quindi dimofirarQ 
come quello principio poteva condurre a fimilc conclufionej 
così nel nollro cafo fi deve dimollrare come l’ idea dell’ 
infinitamente piccolo ferve a trovare che dev’ cflTere , 
e che perciò fi può fare «en, Cerchiamo dunque 

di farlo . 

Bene elàminando la dimollrazione di Lagrange , coq 
cui prova che ^ fi vedrà eh* elTa dipende da quello 

X » 

principio, che fi può prendere x tale che — fia 

». 3 

nore dell* unità; e fi vedrà che tanto pili la dimoftrazio* 
ne è rigorofa , quanto più piccolo fi potrà prendere x al . 
di fotto di quello che fi richiede per foddisfare a quella 
condizione. Dunque tanto più farà vero che lYssi , fo 
fi può prendere x minore di qualunque quantità data , lo 
che fempre può farfi. Chiamiamo adello infinitefima la 
quantità minore di qualunque data , c vedremo che pò. 
tremo dire che fc * è infinitefimo fi ha l , il eh* 

fignifica, appoggiati a tutto il rigore della dimollrazione, 
che il primo termine della ferie che rapprefeota il valPr9 
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dì sen. * in funzione dell’arco * è eguale allo fteffo arco; 
e come a noi bada quello folo primo termine, come ab- 
biamo veduto , potremo dire che fi può fare il feno ugua- 
le all’arco, fe l’arco è infinifcfimo. 

Dietro a quelli o ad altri limili ragionamenti ,- certa- 
mente Leibnizio ha detto che in un cerchio il feno d’ un 
arco ìnfinitefimo fi confonde coll’arco llelfo ; ragionamenti 
che rendono chiara ed evidente la fuddetta propolizione 
fe fono tutti indicati , mentre elTa non è che una femplice 
alferzione nel modo in cui ci fu offerta , ed anche -invi- 
luppata da un ofeuro e Urano linguaggio. 

Voglio far offervare che la dimollrazione di Lagrange 
■ fi può non poco abbreviare , e renderla anche piu adattata 
alla nollra fpiegazione. dell’ufo degli infinitefimi. 

L’efprelfione feguente che Lagrange ha trovata nel 
principio della fua dimollrazione 






a- 3 



+ 



a: t 

a. 3. 4. 5 



— ec. < * > 



X 



darli , riducendo in ferie la frazione ; — ; ; quelle 

tre efprcflioni 



— -f cc. 

2. 3 ‘2. 3. 4. s 



« — Ì_*54-1.*S — cc,, 

2 2 



/ 
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delle quali l’ intermedia è più piccola della prima, e pili 
grande della terza . Dunque (n. 5) •//■* = a;, C quindi , 
I^ota . Le funzioni ar'”, <» ' , log.*, sen, * , 0 cos. * 
pofTono cfere riguardate» come le funzioni femplici ana« 
litiche di una (bla variabile. Tutte le altre funzioni 
di * fi compongono con quefte per mezzo dff'l’ addizione , 
fottrazione, moltiplicazione , o divifione,o fono rapprefen* 
tate in generale da equazioni nelle quali entrano delle fun- 
zioni di queOe medefime forme. Quindi conofeendo le fun* 
zioni prime delle funzioni femplici, fi trovano facilmentf 
le funzioni prime di tutte le funzioni compofie poflibiji, 
e per mezzo di alcune operazioni ripetute fi trovano poi 
lùcceffivamente le funzioni feconde, terze, quarte, fc, 
X^a. riduzione in ferie che noi abbiamo data delle funzioni 
4* , log»'it, sen.* e cos. *, le quali comprendono tutte I9 
funzioni tra feendenti , fervono- a trovare Jp così dette diffe* 
fcnziali di fiffatte funzioni , le quali poi altro non fono 
che i varj termini di quelle {Icfiè funzioni ordinate fecondo 
le potenze di «'*, dopo efierfi mefio *-f-</* in luogo 
d-i *. Non abbiamo parlato della funzione *"* chp com* 
prende tutte le funzioni algebriche, perchè mettendo iq 
quefta funzione *-f-<^* in luogo di *, il fuo fvolgirnetjto 
in ferie dipende dal metodo di elevare un binomio ad un» 
potenza qualunque , lo che fi è Tempre fatto fenza ricor* 
rcrc al principio -degli infinitefimi. Ma per la teoria gc* 
ricrale delle funzioni la formola del binomio rella ditnofl ra- 
ta rignrofamente per tutti i valori dall’ efponente interi 0 
frazionar) , politivi o negativi • mentre il metodo comu- 
ne con cuifigiu^ne al fwo fvolgimento jn ffrie, opo 

1^4 
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fervi re a dimoflrare rigorolamenfc clic il cafo in cui 
r efponente è intero pofitivo. 

E’ facile il dimoflrare o tolJe femplici regole dell’ 
aritmetica, o colle prime opera7^)ni deli* algebra, che i 
due primi termini della potenza m del binomio x J x 
fono *”• -J- w. *»—*</* , qualunque lìa m. Ora per il teo- 
rema del numero 1 4 tutti gli altri termini fi debbono 
derivare colla ftefia legge, talché balla conofcere i due 
primi per avere tutti gli altri . Dunque potendofi trovare 
con un metodo rigorofo i due primi termini della poten- 
za m del binomio fia w un numero qualunque 

intero o frazionario, pofitivo o negativo, tutto lo fvol- 
gimento del binomio refla rigorofamcntc dimoftrato per 
tutti i valori di m. 

Si ofiervi che il principio degli iofinitefimi per trovare 
le varie differenziali Aiccefllve entra in due maniere . Effo 
ferve, primo, per isvolgcre in ferie le funzioni femplici, 
come abbiamo veduto nelle funzioni <7 * , log. x , sen. * e 
cos. * .* in quello cafo abbiamo veduto che 1’ infinitelìmo 
e r infinito non fono che una medefima quantità prefcnta- 
ta in due fenfi oppolli , che deve infine fvanire dal calcolo . 
Secondo: effo ferve per determinare la porzione della ridu- 
zione in ferie , che forma le varie differenziali , dicendo 
che riguardando d x infinirefimo fvanifcono i termini che 
comprendono delle potenze maggiori di « in confronto 
delle minori . In quello cafo abbiamo veduta la fuperfluità 
dell’ introduzione di quello principio, per le nuove defi- 
nizioni del Calcolo differenziale ed integrale date al nu- 
mero 6, 



I 
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ALCUNI CENNI 

fulle funzioni a due o pììt "u art abili y e fulT equazioni , 

i8. ^^Jon abbiamo confiderato fino al prefente che le 
funzioni d’una fola variabile. Dal confronto dei due me- 
todi differenti per ridurre in ferie quefte funzioni , uno 
per mezzo degli infinitefimi) e l’altro coi puri principi 
dcU’algebra comune , abbiamo rilevato il vero fpirito- del- 
le quantità infinitamente piccole , ed infinitamente grandi » 
ed abbiamo veduto in quale fenfo debbano effere prefe 
quelle quantità. Si prevede facilmente che deve cfiflere 
un ordine analogo di cofe anche per le funzioni di due o 
più variabili, come pure per le equazioni, le quali non 
fono in fondo che altrettante funzioni d’una variabile fé 
re contengono due, di due variabili fe ne contengono 
tre, ec. Si fa inoltre che il principio degli infinitefimi , 
anche col metodo leibniziano , non entra più nelle fun- 
zioni a due variabili , come principio neceffario per la 
riduzione delle fleffe funzioni , perchè queflc fono come 
altrettante compofizioni d’una funzione ad una variabile, 
ma entra folamente nella determinazione delle differenziali , 
in quanto che fi dice di omettere nella riduzione tuttf i 
termini della ferie, che contengono delle potenze dtiTac- 
crercimento maggiori della prima, efiendo quelli ultimi 
infinitefimi d’ ordine fuperiori , che debbono fvaniie in 
confronto d’ un infìnitefimo d’ordine inferiore, ciré il 

principio degli iofioitefimi entra folamente per quella 

( . 



Digitized by Google 




of '.O 

fpccie di definizione che fi dà delle differenziali fucceffive, 
alla maniera di Lcibnlzio. Ma per noi è tolta anche que*' 
fìa ofcurità d’ efprcfìrijne , generalizzando la definizione 
che abbiamo data del calcolo differenziale (num. ^,7) nel 
modo feguente ; Le differenziali fucceffive delle funzioni <* 
più variabili fono /’ unione di tutti i termini omogenei 
delle Jleffe funzioni , ridotte in ferie ed ordinate feconde 
le varie potenze e piodotti degli accrefeimenti ^ aflrazion 
fatta dei denominatori numerici. Cosi l’unione dei termi* 
ni omogenei del primo grado darà la differenziale pri. 
ma • l’unione di quelli del fecondo' grado , la differenziale 
feconda , ec. Se fi aveffe per efempio la funzione u a due 
variabili «jj', la quale ridotta in ferie dopo aver meflb 
X d X in luogo di *, y-\'dy in luogo di per "i 
quali cambiamenti « diventaffe » i , e fi aveffe 

u I rz= « -f- P d X -f- Q_d y 

-p — [Rd X- S d X dy -f- T dy^) 

I > 2 

-f- cc. 

pdx 4* Qày farebbe la differenziale prima della funzione «, 
Rd x'^ S d X d y -f" T dy^ h differenziale feconda , ec. 

ip. Un’equazione a due variabili può prefentarfi fot* 
to quefla forma f(xyy)z=o. Egli è chiaro che dato 
il valore d’una di quefle variabili , oppure prefone uno ar- 
bitrariamente, farà determinato anche quello dell’ altra. 
Segue da ciò, che fe *, per efempio, riceve un accrefei- 
mcnto rapprefencato per dxj y deve provare un altro 



Digitized by Google 




o( }o ^ 

cambiamento fubordinato a quello di *• chiamando dy 
quello cambiamento, fi y d y in luogo di y. Ciò 
pedo, «{Tendo x -f- > ed y -f* valori 

corrifpondenti di e di y, efii debbono parimente fod» 
disfare all’equazione propofia , cioè deve ancora efiere 
x^y dy)^o. Ma per ipotefi * ed y foddisfano 
air equazione primitiva f {x , y) = oj dunque la precedente 
non racchiude realmente che due incognite dx e dy, 
r una delle quali farà determinata , quando all’altra fi farà 
aflègnato un valore. Ora fe noi confideriamo y come una 
funzione di x , abbiamo per le cofe dette ( num. 8 ) 



d y d X , d'- y 

■^ + z; T + r,-‘ 



+ dii dal j- cc. 

1.2 ^ d X ò I* 2* 3 



in luogo di y, quando * diventa Dunque il 

cangiamento arrivato ad y farà 



d y d X , d ^ V 



d y 



d 



X 3 



d X 1 ' 


dx^ 


1.2 ^.3 


i-a-3 


:iò fi avrà 


• 






d y d X 1 


d ^ V 


d X * , d ' y 


*• 

dx 3 


d K I 


d X ^ 


1.2 d X à 


I. 2-3 



-f- ec. 



-f- ec. 



Ciò è neceflario per 1’ intelligenza dei metodi di Arbogaft 
e di Lagrange fpe'cialmcnte per le formolo delle tangenti , 
c ped le differenziali degli archi c delle arce delle curve. 
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USI ANALITICI 
Del Calcolo Differenziai* « 

Scelgo due efempj di quiftioni analitiche trattate col 
calcolo differenziale , i quali poffono ballare per tutti 
relativamente all’oggetto contemplato in quefla Memoria, 
11 primo è quello del valore delle frazioni che iì prefen* 

tano fotto la forma , cd il fecondo è quello dei mafw 

fimi e dei minimi. Nel primo la quantità infiniteHmi fi 
troverà effere una quantità indeterminata che potrà cffcre 
di qualunque grandezza o piccolezza , e quindi per quella 
c limili quillioni rifulterà Tinutilità dell’ introduzione di 
quella quantità fotto una tale denominazione . Nel fecon» 
do vedremo che i rifultati fono tanto pili efatti , quanto 
pili piccolo è r accrefcimento della variabile , il quale 
deve per lo meno cffcre d’ una certa determinata piccolez- 
za , e quindi fpiegheremo cofa veramente s’ intenda di fare 
col prenderlo infinitamente piccolo. 



Trovare col principio degli infinitejìmì il valor* 
dei rotti y i cui termini Ji riducono a e^ro • 



A 



20 . jfJLIcune funzioni fi rapprefentano talvolta in forma 



di rotti che lì riducono a — , quando fi dà ad x un certo 

o 
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valore, come 



ax*-^2acx‘-f-‘ac* 
à X ^ — 2 bcx-\-bc^ 



diventa 



0 

o 



quando 



arsrc. Quantunque quefli rifultati fieno in apparenza in- 
determinati , fono fufcettibili talvolta di valori afioJuti . 

Uno dei metodi per trovarli confifie nel cercare le 
Varie differenziali fucceffive del numeratore e del denomi- 
natore, finché fofiituito quel tale valore di *, fi trovino 
per r uno e per 1’ altro nel medcfimo tempo due differen- 
ziali dello flcffo ordine che non fi riducono a zero . La 
frazione compofia di quefli tali rifultati dà il valore cer- 
cato del rotto. Ecco come fi procede col principio degli 
infinitefimi. 



Sia 



(p(xj 



un rotto tale che foflituita a in luogo di x, 



^ ~ ^ • Pacciafì e g> (a) 



emettali in luogo di ^.la frazione diventerà 



ili 4 . ‘‘Il I1I4- 

d, I. 2^7.3, 1 . 2 .,^ 



cc. 



+ iZd>4-ilS illuni 



A 



X ^ 



-f- ec. 



d X ' d X ^ 1.2 ‘<^*3 1.2. 3 

• t 

Trafcur&tl i termini nei quali fi trova dx-^ dx'ì ec. 
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come infinìtefimi d’ordini lupcriori trafcurabili in con- 
fronto di quelli che contengono d x , infinitclìmo d’ ordi- 
ne inferiore, teda 

\ • d y j 
> i dx 

^ ' (i X 

X. + — dx 
d X 

e tolti i termini che fono eguali a zero 

' Iv 
‘‘‘ 

fl ? I 

— a X 
d X 

Qaedo ultimo rilultato è il valore del rotto propoRo, fe 
pure i Tuoi termini non fi annullino nuovamente, nel 
qual cafo fi continua la Rc(ìa operazione . 



Trovare ìt foccorfo degli infìntteri>at il valore 

dei rotti ^ f cui termini fi riducono a ^ero . 



Su 

q>{a) 



azione che fi trova eguale a — . 



Facciafi ^ ^ = /, farà jt (p (a) zs a) y e pren- 
ci-» j 
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dendo’le funzioni prime derivate, ole dlfFerenziall prime» 
o i fecondi termini delle ferie nelle quali fi riducono i 
membri della fuddetta equazione» quando fi mette a-^d)s 
in luogo di « , fi avrà 

W ^ P{‘t)dx. Ora,efTendo 9(<7)=ro 
farà W dXfC quindi — zz—^- 

(p\a/ 



dunque la frazione ^ — r farà eguale alla prima . Che fe 

9/(4) 

i due termini di quella ultima fi riducont ancora tutti 

, r • r • P'(^) 

due a zero, il opera come prima, c fi ottiene j'zr ' 

• Così in feguito. 



Riflcjfto^t [opra quejli due metodi , e quindi inutilità 
nel primo del ptin:ipio degli infinitefimì , 
in quejle quijiioni , 



22 . 



.^^^Lhbiamo dimofirato con Lagrange che la frazione 






'2. farà eguale a 
o ° 

l 






c che quindi quella 



ultima darà il valore alToluto della prima , fe tutte le al» 
tre funzioni precedenti fi annulleranno nel medelimo tem* 
Si vftie facilmente che tutto dipende da quello fem» 
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plice t noto principio ; che le differenziali delle funzioni 
e^ujli fono eguali, cioè che i termini corrifpondenti di 
due funzioni eguali ridotte in ferie ordinate fecondo l’ac- 
crefcimento della variabile fono eguali. Ora egli è chiaro 
che l’eguaglianza di quelli termini fuffifle , qualunque fia 
la grandezza o la piccolezza dell accrefcimento della va» 
riabile . Dunque è affatto fuperfluo in quelli cafi di de- 
terminare in qualunque maniera il valore di e quin- 
di di prenderlo infinitamente piccolo. 

Anzi, volendo procedere con rigore, fi vedrà che il 
fare dx infinitelìmo , per cui dietro i principj di quello 
genere di quantità fvanifeono i termini che contengono 
delle potenze di * fuperiori alla prima , ci dà in quefto 
genere di quiflioni un rifultato che ha per lo meno 1’ ap- 
parenza di elfere affatto contrario a quello che fi deve 
attenere, perchè effo fia efatto . In fatti la frazione ^ 



\ \ I ^ ^ ^ ^ H/f •! • • • 

fnum. io) è eguale a — ^ — ; ■. Ma per tl principio 

degli infinitefimi la frazione c-tT rcHa (togliendo anche le 



quantità /(<*}, ?>W 



— d X 

d X J y d f( a J 

iSdx *” ’ 

d X 



e bìfogna d’ altronde lafciare Tempre f ^ Ì~ ; fotto 

la flslfa forma, perchè fvanifeono folamente Ifi potenze 

di 
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di * maggiori della prima . Dunque fi avrebbe 



/( a X ) d f ( a) 

a d X d a )* 



mentre dev’ efTere 



liiL = ìLìjD 

9 (") 



altriménti il 



metodo non fervirebbe 



più air oggetto propofio . 

Se invece impiegate d x come una quantità arbitra- 
ria introducendola e levandola, voi vedrete che otterrete 



col metodo il più rigorofo l’equazione finale 



q>(a) 



fenza ebe la fiia grandezza, piccolezza o natura vi abbia 
parte alcuna . 



f (a) 

Nella frazione — — ■ mettiamo dunque prima a-i-dx 

q>{a) 



in luogo di rf, e dopo aver fatta quella foflituzione ri- 
mettiamo di nuovo a in luogo di a -j- d x . Egli è evi- 
dente che con quelle due follituzioni 1’ una all’altra con- 
traria è in fondo la flelTa cofa che non averne fatta ve- 
runa , perchè è il medefimo che aver aggiunto d x ad a y 
ed aver fatto poi d x z:z o ^ il che vuol dire mettere 
fempre a per a . 

La prima foftituzione di a d x in luogo di a ci dà 

£ 



\ 
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f{a) - + tt. 

/(a-ì-J,:) ' ^ 

X ) ,, 

9(tf) + 9'( <»}</* -f- 9"(tf)_fL -f cc. 

!• 2 

ovvero togliendo nel fecondo membro i termini f(a) c <p(a) 
che fono eguali a zero, e dividendo per d x tanto il nu» 
xneratore , guanto il denominatore, 



d X 
Ì.Z 

d X 
l-% 

La feconda foRituzione poi di a in luogo di a-^dx^ 
eh’ equivale a fare d x o , ci dà 

iill 

<p{a) <p>{a) 

Cosi nel tempo fteflb che abbiamo dimoftrato col fatto 
che r accrcfcimento della variabile è in queRo genere di 
quilHoiii una quantità arbitraria , di cui è inutile cono* 
feere la grandezza, la piccolezza o la natura, abbiamo 
anche data un’altra maniera di dimoftrare il metodo det* 
to delle difTerenziazioni per ritrovare il valore alfoluto 
delle frazioni che fi prefentaoo fotto la forma indetermi* 

o 

tiara — . 
o 



f(a^dx) _ 






<p*{a) 4 * 9 "(«) 
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Trovare il maffimo o minimo valore eT ma funzione 
col principio degli infinitefimi , 

C 

25. cJia y una funzione qualunque di ;r. Suppongali die 
X abbia quel tale valore che rende maffimo, o minimo il 
valore di qiicfia funzione . Segue dalie proprietà dei maf. 
fimi e dei minimi, che fc fi cercano i valori di y cor- 
rifpondenti a x ^ d x tà a. x-f-dx, Ci debbono ottenere 
nell’uno e nell’ altro cafo dei rifultati minori del maffimo, 
o maggiori del minimo. Rapprefentando con ,y il valore 
di ^ corrifpondentc a x — d x , e con y , il valore di y 
corrifpondente a fi avrà pel teorema di Tailoro 






d V d X . d^ y d X' 

4 X I Trr 



d"^ V d X 3 , 

’T—T + CC* 

a: 3 I. a. ^ ' 



+ T + 771 TI + 7.73 TzT + "- 



Ora prefo dx infinitefimo, tutti i termini delle due ferie 
precedenti, cominciando dal terzo, debbono fvanire in con- 
fronto del fecondo per la proprietà degli infinitefimi , 
Non refta dunque che 

dy 

ty z=z y <— ' — d x 
^ dx 



X V , 
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Ciò poflo , perché y fia maggiore tanto di quanto 

di ^ ^ , ovvero perchè y fia minore tanto di quanto 

di ^ ^ bifogna che fia ncceflfariamcnte 



d V j d V 

— d X n= o , ovvero — =z: o . 
d X d X 



Quefia ultima equazione dunque darà' il valore che deve 
avere at, perchè la funzione fia la mafiTima, o la mini- 



ma . Il fegno poi del terzo termine ÌJLI. farà 

® ^ dx^ i.z 



conofcere fe il valore di * trovato colla precedente equa- 
zione dia un malfimo , o un minimo . Il fegno negativo 
darà un maffìmo, ed il fegno pofitivo darà un minimo. 



Trovare il majfimo o il minimo valore eT una funzione 
fen^a il Joccorfo degli infinitejìmi . 

2.4* Si® funzione di cui fi cerca il valore che 

deve avere x, perchè divenga o un maflimo, o un mini- 
mo . Egli è chiaro che la condizione del mallìmo farà 

f(x-{-dx) < f(x) , ovvero f(x-\-dx) — /(*} < o 

c quella del minimo 

f{x-}-dx) > /(*), ovvero + > o, 

qualunque fia il fegno di dx o pofitivo, o negativo, e 
qualunque fia il luo valore , 
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Riducendo in ferie f { x d x) , ed efeguendo la fot- 
trazione indicata, farà per il mafllmo 

p(x) dx -f f'(*) — + ec. < o 

i • 2i 



e per il miqimo 

ff{x) dx -p f'*{x) f- ec. > O 

!• 2 



Ora abbiamo veduto ( numero 3 ) che fi può femnre pren- 
dere dx così piccolo che il valore alToluro del termine 



• , dx^ 

p(x) dx fia piti grande della fomma degli altri f'\x) 1 - ee. 

1 *2i 



(1 X ^ 

Dunque la quantità P [x] d x P' [x) *f- ec. di- 

!• 2t 

venterà pofitiva, o negativa, fecondo che lo farà P (x) d x^ 
ma quella cambia di legno fecondo che cambia la quan- 
tità d X ; dunque farà impolfibilc che la condizione del 
mafifimo , o del minimo abbia luogo a meno che non fi» 

d y 

f*(x) O , ovvero = o , fe / ( * ) =r _y . 

Fatta dunque P (x) = o , bifognerà che fia 

y>/ -{-"ec. < o per il maflfirao, c P*{x) — — ec. > o 

1.2 1.2 

E 3 
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per il minimo . Prendali d x tale che il valore allóluto 

di — lìa maggiore deila fommà degli altri ter- 

1*2 



A? 5 ^ 

mini feguenti f* ec. • 'allora la quantiti 

i. 5 



d X 

1 . 

perchè dx* feda fempr? poli rivo, qualunque Ila il 
fegno 61 d X . Sarà dunque J** (x) < o , ovvero /** (x) ne- 
gativo per il maflimo, e f'* {x) > o, ovvero f*' {x) pofi- 
tivo per il minimo . 

Così r equazione f*{x) tr:r O ^ Tervirà a determinare 
il valore che fi deve dare ad * , perchè f {x) fia un mafli- 
mo, o un minimo, e le efpreflioni f*'(x)K. o, o, /"(*) > o, 
cioè il fegno di f**(x) indicherà fe f (x) è un maflimo, 
o un minimo . 



r(x) 



— farà pofitiva , o negativa fecondo che lo farà 



Confronto di quejll due metodi , 
e quindi vera idea del principio degli infinitefimi 
in quejio genere di quijlioni, 

2$. 5^i tratta di provare con tutti due i metodi che 
dev’ eflere (x ) , ovvero ^ = o , fe fi vuole che I* 

d X 

funzione f (x) = ^ Ila un maflimo , o un minimo • CoZ 
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primo metodo fi trova ciò per mezzo del principio degli 
infinitefimi, per cui debbono fvanirc tutti gli infi.nifefimi 
d’ordini fuperiori in confronto d’ un infinitefimo d’ordine 
inferiore . Col fecondo metodo poi fé ne ottiene una ri* 
gorofa dimofirazione facendo ufo della propofizione d.l num. 

3, per cui nella ferie f d — f-ee. 

fi può Tempre prendere d x tale che un termine qualunque 
fia più grande della fomma di tutti gli altri. 

Quelli due metodi, benché a prima villa differenti, 
pure fe fi efaminino con un poco d’ attenzione , fi vedrà 
che nel fondo fono i medefimi . La llefia propofizione del 
numero 3 impiegata con tanto fucceffo da Lagrange, 
è quella che ferve di fondamento anche al primo metodo 
trattato Col principio degli infinitefimi . Non v’ ha altra 
differenza che nel primo quella propofizione è fottintefa , 
o al più folamcnte indicata con quella efpreffione di quaa- 
tità infinitefima, come or ora vedremo, mentre da La- 
grange effa è prefentata c fpiegata in tutto il dettaglio. 
Egli è chiaro che il prendere d x tale che dia 

' p (x) dx > p*(x) -f fM (x) + ec. 

i • Z X • Z* j 

non vuol dire altro fe non che dare a dx nn tal valore 

che di tutta la ferie p (x) dx p* (*) — ^ +• cc. 

I . z 

p {x) d X rapprefenti le parte maggiore , 0 la loia , im- 

^ E 4 
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portante e ncce/Tària all’ oggetto che fi conttìnpla, eh’ è 
quanto a dire tale che porti il fegno che «leve avere la 
fomma di tutta la ftefia ferie. Infatti perchè f (x) fia un 
mafllmojoun minimo, dev’effcre minore, o maggiore di 
zero tanto la fomma pofitiva, quanto la fomma negativa 



+/"(>) — +/"'W 

1 • 2i 



d X “i 

I. 2-3 



-f- CC. 



Dunque con qucfto tale valore di * perchè / (*) fia un 
maffimo, o un minimo, dovrà elTerc minore, o maggiore di 
zero tanto /' (ar) dx pofitivo, quanto /' (*) dx negativo; 
il che è lo flefib che dire che il dare ^ d x quello tale 
valore fa sì che in luogo di tutta la ferie bafta prendere 
il folo primo termine, refiando come inutili all’oggetto 
gli altri termini feguenti . ' 

Che fe invece di prendere d x ài quella tale picco- 
lezza lo prendete ancora più piccolo, tanto più faranno 
vere tutte le confeguenze che ne abbiamo dedotte . Sarà 
dunque vero con maggior ragione tutto ciò che dicemmo 
fe fi fa ^ X minore di qualunque quantità data . 

Voi vedete dunque a tutta evidenza che il dire che , 



prendendo nella ferie f* (x) d x -f- P* (x) f- ec. la 

I. z 



quantità, dx infinitamente piccola , fvanifeono tuèti i ter- 
mini dopo il primo come infinitefimi d'ordini fuperiorì, 
vuol dire che prendendo d x minore di qualunque quanti* 
tà data dev’effere necelTaria mente 
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/(*) > /"W ^ + /"'(*) 77^ + «c., c quindi 
/>(;t) deve ncceflariamcnte portare il fegno di tutta la 

J X * 

ferie p{x)dx h , per cui tutti gli 

I « 2) 

altri termini fono inutili , o fono come non efiftelTcro all’ 
oggetto . 

Rifulta dunque da quelle rifleflioni che il metodo 
degli infinitamente piccoli di Leibnizio, applicato alia fo- 
luzione di quelli problemi , fi appoggia alla medefima pro- 
pofizìone del numero 3 alla quale s* appoggia il me- 
todo di Lagrange . Tutta quella ofeurità e quella fpecie 
di miflero che prefenta il primo, dipende dal tacere quella 
ftelfa propofizione, quantunque d’altronde s’ intenda d’ in- 
dicarla coir efprefiìone di quantità infinitamente piccola. 
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APPLICAZIONI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE 
ALLA TEORIA DELLE CURVE. 



Efprejftone della fottotangente trovata col principia 
de^li infinitejìmi , 

Ì.6. X ^ eibnizio confiderà le curve come poligoni comporti 
d’ un numero infinito di lari infinitamente piccoli , e ri- 
guarda le tangenti come le prolungazioni di querti lati . 
Dietro a quella maniera di confiderare le curve egli trova 
1’ efprefifione della fottotangente nella maniera che fegue. 

Sia (fig. i) Mm uno di quelli lati infinitamente 
piccoli della curva J* MmR . Si prolunghi Mm fino a 
che incontra uno degli arti B iu farà MT la 
tangente condotta dal punto M.Si tiri un’altra ordinata 
tnp parallela all’altra MP ^ che le farà pure infinitamente 
vicina, e finalmente fi meni Afr parallela ad o4B, 

Sia ora c PMzizy^ farà m rzzzmp MP 

ZZ y d y y zz.dy ^ e M r ZZ P p zzx d x — xzz.dk. 

Perla fimilitudine dei triangoli TMP^ Mmr fi ha. 
tn r : M r : : M P : PT 
ovvero 

dy : d X : : y ì PT f 
e quindi 
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^fprfjftane della fottotangente trovata fenga il prìnclpit 
degli infinitefimi . 



s. 



17. cJicno * cd y le coordinate , MP (fig. 1) del 
punto M, da cui fi vuole condurre la tangente. Se nell’ 
equazione della curva che può fempre prefentarfi fiotto 
quella (ormi y zr:z f (x) , 11 mette x -j- d x in luogo di *, 
ed j'‘j~dj/ in luogo di y ^ fi avrà 1’ efipreflione fieguente 
di dj>f ordinata in ferie aficendeote fiecondo le potenze 
di d X ( num. ip) • 



^ d y djc I d - y d X ^ , d i y d x i I gg 

d X 1 ' dx* i.a ' dxi l.a.3 * 



fierie che farà tanto pili convergente ) quanto pih fiarà pie* 
Cola la quantità dx. 

Riguardinfi dx^ dy come delle nuove coordinate 
^ 0 .^ curva, e T origine delle quali Ila 

il punto M, Si fia che 1 ’ equazione della retta M T ri- 
portata agli fiefll affi Q_N è rr: adx^ 

{ rapprefientando per a la tangente dell’angolo A>Afjg_). 

Facciali Qli'zzK - dico che fic , cioè le iK = ~ dx 

d X d X 

è l’equazione della retta MT y quefia retta è tangente,, 
cioè tra elfia e la curva non fi può condurre verun’ altra 
retta . 
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Sia K*^yyfdx l’equazione d’un* altra retta qualunque MZ^ 



farà =zK^K' z= ^ d x. 

'^d X / 



Ora , purché alcuno dei coefficienti ~ ^ — - , 4— cc. 
^ dx^ dx-^' dx-ì 



non divenga infinito, fi potrà prendere dx o pofitivamente, 
o negativamente d’ una tfile piccolezza, che 1’ efpreffionc 



dx fia maggiore di 



. d-y dx^ dly dxl . 

h •+• cc. 

1.2 dx 3 1.2.3 



dx‘ 



In quella ipotefi N'N*' farà maggiore di e n‘n** mag- 
giore di nn\ La retta JV/Z non potrà dunque, qualunque 
fia v/, pafiàre tra la curva JVT2V e la retta MT dentro lo 
fpazio , Dunque la rètta MT è tangente fc ella ha 



per equazione isC ■=: ^ d x, cioè fe 1’ efpreffionc della 

^ X 



tangente dell’angolo N»MQ^h eguale al primo coefficien- 
te diffcrenziàle dell’ equazione alla curva . 



Abbiamo fuppollo che ircoefficiente fecon- 
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d y d 



d X * 



d% y d X 



T + r>- rr + 7^irrr+"' 



fia pofitivo • rifulta da quefta ipotefi , che la quantità 
dj' — k reflerà pofitiva, qualunque ha il fegno che abbia 
d X, purché fi prenda quella quantità così piccola che il 



. di y 
termine - — 
. d X i 



d X i 

1 . 2 



forpaffi la fomma di tutti quelli che 



lo feguono ’ dunque la curva fi troverà al difopra della 
fua tangente immediatamente avanti e dopo il punto JW, 
c prefcnterà per confeguenza la fua conveffità all’ alfe t/fC. 



Avrebbe luogo il contrario 



fe — — - folTe negativo: poi- 
• « * * 



thè la differenza d y — k farebbe negativa , e la curva fa- 
rebbe in quello cafo al difetto della fua tangente imme- 
diatamente avanti e dopo il punto di contatto Af , e quin- 
di la curva prefenterebbe la fua concavità allo lleffo affé 



•AB. Sì può dunque giudicare dal fegno di 



ÌLl 

d X ^ 



com’ è 



rivolta la concavità o la conveffità della curva , in un pun- 
to qualunque per rapporto all’ affé delle afeiffe. 



\ 
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Confronto dei due metodi precedenti per condurrò 
le Tangenti alle curve , e quindi vera idea 
thè deve formar/t dell'ufo degli infinìtejimi 
per la folu^ione di quejìi problemi . 




el metodo di Lagrange G dimoGra che Te 



d_f 
d X 



( Gg. 2) è cgua'c alla tangente dell’angolo o 

del fuo eguale MTP, la linea MT è tangente, cioè fi 
dimofira che fé 



du N' 12 , ^ 

Ti -P r Ff* 

eh’ è quanto dire fe 

d y : d X : : y : P T 

tra la retta MT e la curva MN non fi può condurre 
vcrun’ altra retta, il che fa che MT fia tangente. 

Nel metodo di Leibnizio poi fi fa coincidere (fig. l) 
Mm parte (che fi chiama infinitefìma) di MT colla por- 
zione di curva corrifpondente . L’ ammettere quella coinci- 
denza di tangente e di curva fa che per il fatto non è 
più poflibile condurre dal punto M verno’ altra retta tra 
la curva SMR e la linea MT y perchè ciafeheduna altra 
retta differente da MT y che fi dirigerebbe' in confeguenza 
al difopra o al dilotto della Gelfa MT y H dirigerebbe 
pure nella fielfa maniera e nello flclTo tempo al difopra 
o al difotto della curva . Dunque la coincidenza della 
retta MT colla curva, per una quantità qualunque Mm 
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rende per il fatto MT tangente . Ciò pollo, condotta dal 
punto w, termine della coincidenza Mw, la retta mp 
parallela ad MP , fi ha per la fimilitudine dei triangoli 
Mm r y MT P h fleffa proporzione 

dy : d X : : y : P T . 

I due rifultati fono dunque i medefimi in amendue i 
metodi ,'c danno femprc la flefla forinola della fottorangentc 




Ma mentre col metodo di Lagrange la propofizione è di- 
moftrata rigorofa mente, con quello di Leibnizio effas’ap. 
poggia al principio che la curva fi confonde colla tangente 
per una parte infinitamente piccola , principio che refia 
una femplice afierzione nel modo in cui ci viene prefen- 
tato. Dietro al nofiro piano che ci fiamo propofti , andia- 
^ mo dunque a vedere cofa fignifichi quella coincidenza, ed 
in qual fenfo efià fia vera, 

E per afficurarfi prima di tutto che ammefià la coin- 
cidenza tutto il redo ne feguc necelTariamente , olTervifi 
che facendo cadere AfiV fopra MiV' (fig. z) , la quantità 
NN' fi rende nulla , e quindi fi ha j 2. A/ — Si avrà 
dunque dietro a quella ipotefi = o . Sia K 

Ja tangente dell’angolo o del fuo eguale MTP^ 

oppure fia A' Q_ kd x y eficndo 






d ^ y 

4 X * 



. d 3 V 

l.Z ' ti X • 



d X a 

1.2.3 



+ cc. 



i 
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we-H2v'=(^-<) 



d X 



+ 




</ ar * , day 

1.2 ~ d X 3 



dx?3 

1 . 2 . 3 



-f- CC. = o. 



Dunque pofta l’ipotefi che la curva fi confonda con MTy 
fi ha necefTariaraente 




offia 

d y ___ ^ P y 

d^ P r ~ PT ' 



Di più la fleffa ipotefi rende necefiariamente qualunque 
maggiore di NN*=zo, cioè rende impoflibila il 
poter condurre alcun’ altra retta tra MT e la curva, il 
che è lo fiefib che dire che fa MT tangente . Finalmente 
rende nulli tutti gli altri termini 



d i y d X ‘ . d y 

d X * 1.2 d X 3 



d X 'ì 

TTJ 



-f- ec. , da cui fi vede che 



non fono omefli come quantità trafcurabili in confronto 
di alcune altre , ma come quantità che diventano effetti- 
vamente nulle per l’ipotefi della coincidenza . Tutto dun- 
que confine nella fpiegazione di fiffatta ipotefi di far 
confondere la curva colla tangente, perchè una volta che 

quefia 
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^uefta fi è amtrefià, tutto il refio ne fegue nccefiariamente 
con tutto il rigore de. la dimofira/.ionc . 

Vedremo, quando pailcrtmo delle diffèrenziali dell* 
arco ( num. ) che ridotte in ferie ordina’^e fecondo le 
potenze di , le due ]nanrifà MZV, 

1 primi termini di quefie ferie fono eguali . Vedremo 
ìnnolrre che i! primo rermiric della ferie che rapprc'enfa 
il valore di -f- ?' N* è la ftelTa prima quantità MN*, 

e vedremo finalmente che ciò farà vero quando //x farà 
tale che il primo termine di ciafeheduna di quefie ferie 
farà maggiore cela fomma di tutti gli altri, e molto 
più vero ancora quando * farà d’ un valore inferiore a 
quello che fi conviene per ot tene, c la fuddetta condizione. 

Ciò porto, noi potremo dunque dire che fe < 3 '* è mi- 
nore di qualunque data , il primo termine della ferie che 
rapprclènta MN h eguale alla quantità MA/'. Potremo 
dunque far coincideic quefio primo termine di MN con 
ma'. Softituire aderto airefprertìonc di quantità mino- 
re di qualunque data quella d’ infìnirefima , confiderandola 
come un' efpreflìor.e che debba fignificarc la ftcrta co fa , e 
vedrete che potrete dire con Leibnizio che la tangente fi 
confonde colla curva per una porzione d’ arco infinitefi- 
mo , avvertendo che dell’ r.rco di curva crrrifponden te non 
intendete di prendere che il primo termine della ferie*in 
cui fu ridotto . 

Che fe prendete poi fucceflìvamentc quefii primi ter- 
mini , i quali tutti faranno eguali alle porzioni di tan- 
gtnti rifpcrtive , voi vedrete che potrete dire che la cur- 
va può confiderarfi un poligono, i cui lati fono ad uno ad 

F 
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uno eguali alla porzione di tar.genfe corrifponJenfe ad un 
accrdcimenro dell’ afcifTa minore di qualunque dato. ^ 

Si vede dunque che il metodo di Leibnizio fi ap- 
poggia allo fitffo principio del metodo di Lagrange , cioè 
alla propolìzione dimoftrata al num. j , c che la fola 
ofeurità nel primo non proviene che dal fupporlo tacita- 
mente invece d’ indicarlo come principio fondamentale. 

A riguardo di quella propofizione del numero 3 vo- 
glio fare un’ oFervazione che io credo importante per 
rilevare meglio lo fpirito di tutti e due i metodi. Va bene 
che fi polla prendere dx tale, che in una ferie ordinata 
fecondo le potenze della flefla , il primo termine fia 
maggiore della fomma di tutti gli altri - ma egli è poi 
vero da un altro canto , che fpccialmente in quello genere 
di quillloni iclativamente alle curve è neeelfario prenderlo 
della maliima piccolezza poflibile, fenza di che la fuddet- 
ta propofizione farebbe inutile all’ oggetto. Infatti per 
dimollrare che una linea MT (fig. z) è tangente ad una 
curva AfiVjbifogna dimollrare che per quanto piccolo fia 
MQ_ tra la porzione di curva e di tangente corrifponden- 
te non può palfarc alcun’ altra retta , e ciò è tanto piu 
recelTario , quanto che in molte fpccie di curve una linea 
può elTere tangente ad un tal punto, e nonnollantc un* 
altra retta condotta dallo flelTo punto potrebbe a certe 
difianze palìàre tra la tangente e la curva . E’ dunque 
neeelfario prenderlo di quella tale piccolezza che , qualun- 
que fia la curva tra elfa e la tangente non fi polfa tro- 
vare alcun’arra retta. Quella tale piccolezza di è 
quella, come rifulta dal metodo di Lagrange, che dà 
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a X ^ 

dx^ 



d X ^ 

i. 2 ■ 



d ^ y 
Tx~'i 



d X “ì 

T7T7 



4- cc. ; 



c ficcomc c!Ò dev* erere per qualunque valore di cosi 
egli è chiaro che d x deve prenderli neccflariatnenfe mi- 
nore di qualunque quantirà dara, unica efprcflione che può 



fcmpre rendere 



/ d V 
^ tì' * 




d X maggiore di tutti gli 



altri termini per qualunque valore di 

Lacroix , nel confronto che fa di tutti i metodi 
differenti del Calcolo differenziale , non fa in fondo fe non 
che dimoftrare che le formole finali fono fempre identi- 
che , ed i rifultari i medcfìmi , nonnoffante ai diverlì 
principj che ci conducono, ed alla differenza di notazio- 
ni. Egli ha detto folamente qualche cofa per far rilevare 
lo fpiriro del principio degli infinitelimi applicato alle 
tangenti. Io non ho riportata quella fua fpicgazione, per- 
chè non mi riufci di piena foddisfazione . Lafcio alla curio- 
fità dei lettori il confultarla , ed il confrontarla collamia. 



Trovare la differenziale dell* arco delle curve 
per mczXP degli infimi ejì mi . 

ap. refo l’arco Afra (fig. i) infinitamente piccolo, ef- 
fo fi confonderà colla tangente. Dunque Mmr farà un 
triangolo rettilineo rettangolo in r, e quindi fi avrà 
AfrazzV^(A^r*-f-rar )• 

Facciali Afmzzdx’ poiché è Afrz^dxy mrzzzdj'^ fi gvri 
dz=^ y'(d ** dji * e quella farà l’cfpreA 
Cone della differenziale dell’ arco^X 
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Trovare la dlfferen^tale dell' arco 
rtcortere al principio degli infinitefimi. 

30. E ,H è chiaro che la lunghezza dell’ arco d’ una 
curva liev’ cfTcre una funzione della Tua afcilTa 0 delia 
fua ordinata , e che per coufegucnza la differenziale di 
queOa quantità deve poter erprimerfi per mezzo di quelle 
variabili e delle loro differenziali . 

Se fi chiama ^ I’ arco D M (fìg. 3) , effendo 
^ farà una funzione di * , e fi avrà 

quando x fi cambierà in xAP-^-Pp — x-\-dx^ rap- 
prefentando per ^ ec. i coefficienti differenziali 

fL^ £-1-1 , ££— ec., la cui derivazione fucceffiva è tale 
ax' ax*' dxl 

come fi fa ( num. 4) che quando fi conofee il primo fi; 
pofiono conofccre tutti gli altri . 

Ciò pollo, fe fi prendono le ordinate p ut 

tanto vicine 1’ una all’ altra che la curva non fubifea al- 
cuna inflelfione tra di efie * che fi meni MT tangente, 
e che fi tiri la corda Af/n, fi vedrà facilmente che l’ar- 
co Mvm è maggiore della corda Afw, c minore della 
fomma dei due lari M N N tn . Segue da ciò che la 
riduzione in terie del piccolo arco Morti rapprefentata per 
^ello che dicemmo fopra da 
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dx^ 
I. 2 






dx ^ 
1.2.3 



-f- ec. 



deve avere un valore medio tra quello dì Afw, e dì 
Mh'-\-Nrn. Calcoliamo dunque ciafeheduno di quelli 
due ultimi . 

Il triangolo rettangolo Mm Q_ darà 



Mm= 

/ 

ma M 0_zz d X y mQ_~pm — PM:zzpm—^pj^y ecT 
-cPcndo inoltre p m ciò che diventa y quando * fi cam- 
bia in x-f-dx, fi avrà per la riduzione in ferie di 



r efprcffione y* ~ 4- y" 4- 4- ce, 

I 1.2 ‘ 1.2.3 ' ’ 

rapprefentando per y* ^ y** ^ i coefficienti differenziali 



d V d ^ y 

a X ^ 'd X • 



^ — - ec. La fuddetta formula fi potrà an- 
d X ì ^ 



che per pili brevità mettere fotto la forma [y* -^p d x) d Xf 



yft 

facendo p 4- 

I. 2 ' 



y 

* -f- ec. Soflituendo quell» 

I» 2 . 3 



valore, come pure quello di M Q_y fi avrà 
M m V[ dx'’\~[yf~\-pdx)*dx^’\ 

S= dx (i^y*i ^ xp yf dx p* 4 x')T, 

f ì 
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Facciafi ancora per nraggiore fempHcità '' 

fi avrà 

T 

Mm d X [(i *) "I" 9 ^ ' • 

Ertraendo la radice quadrata per mezzo della formola del 
binomio, nc rilulterà 

li _1 , 

dx -\ (i+^'O 2</AT=-f-ec. 

2» 



si troveranno ì valori di M N e di A’ j 2_ per mezzo dei 
triangoli limili TPM^ i quali daranno 



MN — 



TMX 

P T 



= dx V (l ) 



MPy^MQ , , , j . 

Q^^=z — — = d X y f ( trovando prima 

il valore di T W per mezzo del triangolo T M P ret- 
tangolo in P , di cui fono noti gli altri due iati ) . Ora 
cflendo m N = m N fi avra 



iw 



d X ^ ^ , 

N = y* 1- y r—r \ 4- ec. 



1 • Z t • 2. ^ 

aggiungendo a quefla ferie il' valore di MNy il rifultato 

' v(i+/'*) + y'^ 
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fari la riduzione in ferie del valore di MN mN. 

E’ facile il vedere che fe la curva volgeflfe la fua 
concavirà verfo l’ afl'c dcl'e afciTe , fi avrebbe invece 
mN = ^ Q.', nia refprclTione wiV "avrebbe an- 

cora lo ftcflò primo termine che abbiamo trovato fopra, 
cd il coefficiente farebbe negativo . 

Unendo adeffo i rifultati che fi fono trovati, fi 
avranno le tre ferie feguenti : 



» 

JVf w =: (i -f-/'*) * "I"— (i'f'/'O ^qJx*’~\-ec, 

z 



JkTom:s: 



— . * -f- 

I 



Af iV -f » ) * r/A -f- 



1 . Z 

y'dx\ 

1. z 



-f“ cc« 
•f" ec. 



la cui intermediaria efprime una quantità comprefa tra i 

valori delle altre due • ma qii^e ultime hanno il mede* 

1 

fimo primo termine (i-f-y»*) * dunque per quello ' 

) 

che fi è detto (num. 5) farà ^' = (1 Rimet- 

tendo in luogo di , y' le efpreffioni differenziaii dei 
coeffiicienti che rapprefentano , fi avrà 







ovve/o 

= V(dx* -f- <//»}. 

F S 
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Confronto dei due metodi precedenti , e quindi vero fpirito 
del principio degli infinitefimi impiegato a trovare 
le differenziali dell* arco . 

31. T j 2. piu, piccola rifltflìone P^pra il fecondo metodo 
per trovare la differenziale dell’ arco alla maniera di Ar- 
bogafl e di Lagrange balla per vedere eh’ elfo è precifa- 
mentc la più rignrofa dimoHrazione del primo . Ma noi 
dobbiamo vedere anche in quello cafo come il principio 
degli infinitefimi può condurci ad un medefimo rifultato ; 
e quindi rilevare il vero fpirito di quello principio ap- 
plicato a trovare la differenziale dell’ arco . 

Rifietrafi prima di tutto che il trovare la differen- 
ziale dell’arco DM (fig. j) non vuol d re trovate l’c- 
fprelTione totale dell’ arco Mom corrifpondente all’ aumento 
M deir afeiffa t/fP, ma vuol dire trovare il prin\o 
termine della ferie che raporefenta quell’arco Mom^ cf- 
fendofi prima ordinata quella ferie fecondo le varie po- 
tenze dell’ accrefeimento MQ_=zdx dell’ aldilà, e ciò 
dietro alle vere ed cfatte definizioni di già date del 
Calcolo differenziale ( num. 6 e fegg. ) 

Ciò pollo, noi abbiamo veduto (num. precedente) che 
chiamando z. l’arco i)M, fi ha ( confiderà ndo Mont co- 
me accrefeimento ài DM) 

d te . g,d X ^ ^ I 

Mom — "Tv ~h \ ^ 

1 1 • 2 X • 2a ^ 

Dunque 11 primo termine di Mom^ o la differenziale 
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deirarco DM è eguale a . Ma abbiamo dimofirato che 

=: (i 

dunque il primo termine dell’arco ATow, o la diffcren. 
zialc prima di D M è eguale ( i t ) j~ ^ ^ Final- 
mente vedemmo che f i -f- >',* ) T ^ = MN; dunque la 
difìlèrenziale di DAT, o il primo termine di MomzzMN. 
Potrò dunque rapprefentare cotedo primo termine (fig. i) 
con Mm coincidenza del primo termine dì Mom (fig. 3) 
con ìa porzione di tangente MN eh’ è ad elTo eguale, 
eh* è quanto dire, potrò rapprefentare la diffè-^enziale dell’ 
arco con una porzione di tangente e di curva. Ora fi 

ebbe r= (i-|_^^t', unicamente perchè 

fi è prefo tale che cialcheduno dei primi termini 
delle tre ferie ordinate fecondo le varie potenze di 
le quali rapprefentano i valori di Mm, Mom, MN-f-mN, 
fiB maggiore della fomma di rutti gli altri fegienti , c 
lo fi avrebbe avuto ancora più , fe fi foflTe prefo * mi- 
nore di quello che fi richiede per ottenere la fudJetta 
condizione. Dunque con maggior ragione (fig. i) pren- 
dendo d X M r minore di qualunque quantità data, fi 
avrebbe Mm, porzione di tangente corrifpondente, coinci- 
dente coll’arco Mm, fe quell’ arco Mm rapptefenra il 
primo termine dell’ accrefeimento di J'JW ordinato lècon- 
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do le potenze di tix. Dunque prendendo d x infinltefimo 
( ufando la efpreffione d’ infini tefimo come equivalente a 
quella di quantità minore di qualunque data ) la differen* 
zialc deir arco S Af farà Afw, primo termine della por- 
zione infinitefima di curva coincidente colla porzione infi- 
nitefìma di tangente che le è eguale j e quello è ciò cer- 
tamente che ha intcfo dire Lcibnizio, dicendo che la dif- 
ferenziale dell’ arco S M, o l’ arco infinitcfimo M m ù 
confonde colla tangente. 

Abbiamo trovato eflere cotcfto primo termine 

Af m ^ ( I • ) : i/x ^ ^ 1-|- — _ ^ * d * 

> d X ^ J 

cr dunque dev’ eCère 

Mm — d X* -f- d f ^ ’ 

dunque condotta dal punto m, termine della coincidenza 
dell’arco e della tangente, mp parallela ad AfP, nel tri- 
angolo rettangolo Mm r farà Mr^dx^ e rm:zi dy . 
Dal che fi vede che ammeffa la coincidenza dell’ arco e 
della tangente ( lo che va a corrifpondere perfettamente 
ali’ idea di confiderare la curva un poligono ) fi ottiene 
fubito la differenziale dell’ arco . 

Notifi che per ragioni confimili a quelle che ab- 
biamo date fopra nel confronto dei varj metodi per tro- 
vare r equazione della fottotangcnte , non è altrimenti 
indifferente prendere dar di qualunque grandezza , ma egli 
è nccefl'ario prenderlo almeno tale che renda il primo 
termine maggiore della fomma di tutti gli altri . 
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Il prineipio degli infinitefimi s’ appoggia dunque an- 
che in qucfte quifiioni alia proporzione del num. 3 , che 
in fifTarto metodo fi fottinfende, e quefto principio dà dei 
rifultati efarfi, in quanto che, prendendo d x minore di 
qualunque data, la fuddetta propofizione vi è comprefa in 
tutta la fua tftenfione . 

Trovare la dtfferenv^iale dell' area delle curve 
col principio degli irtfinitefimi , 

32. I^er trovare I’ efpreflìone della differenziale dell’area 
d’ ur a curva qua'unqiie SMmR^ prendali ( fìg. i) Mm 
infinitamente piccolo, conducafi mp parallela ad AfP, 
e Mr parallela aà %/fB. Lo fpazio MmpP farà un tra- 
pezio rettiWnco efTendo Mm una linea retta, perchè la 
curva fi confonde colla tahgente. Ora PMmp è uguale 

a P p X p r Mr X — • Dunque fi avrà 
' 2 » 

« 

P Mmp d X -f* * X 

2 

ma * X — ^ infinitefimo del fecondo ordine , 

2 

V 

che deve fvanirc in confronto dell’ infinitefimo ydx di 
primo ordine* dunque farà folamentc 

P M rn p zzz y d X y la quale efpreflìone è la 
differenziale dell arca delle curve. 
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Trovare la dìfferenn^iale àelT area delle curve ^ 
ferina il foccorfo del principio degli infinitejìmt , 



L\ 



55. ■ A area d’ una curva o la grandezza dello fpazio 
%4DMP (fìg. 3) comprefo tra gli affi B ^ %AC ^ l’ar- 
co DM, e r ordinata PM dev’cffiere, come abbiamo 
detto riguardo all’arco, una funzione dell’afciffia %/I P , o 
dell’ordinata P M , t ne troverà la differenziale con 
un metodo analogo a quello che abbiamo impiegato per 
avere la differenziale dell’arco. Se fi rapprefenta per x 
quella funzione , x diverrà 

X -I- x' — -t- -f" h i h ec. 

1 i.a 1.2.5 

quando * fi cambierà in x-\-d x , rapprefenfando per 






x'" ec. i coefficienti differenziali 



d s d * s 
d x^ d X - 



d 3 i 

— — ec. 



d X 3 



Dunque l’ cfpreffionc dello fpazio P Momp farà rappre- 
Tentato dalla ferie 




//vi 

4- x"~ 

I. 2 



-f- x'" 



d X ^ 



cc. 



Ora egli è facile il vedere che quello fpazio è piìi 
grande del rettangolo infcritto PMQj> che ha per efprcffione 
P p X P M zz y d X 

e più piccolo del rettangolo circonfcritto PRmp che ha 
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-\-y— -\-y* — 

^ I I* 2i !• 2« ^ w 

Si avranno dunque le tre ferie feguenti 

y d X 

+ ,»1*J + ,»'±LÌ 4- ec. 

I I. 2 I 2- 

. X y d X* y' -|- ec. 

del^ quali la feconda farà comprefa tra la prima e la 
terza. Ma quelle ultime hanno il medefimo primo ter- 
mine f d X . Dunque farà ( num. 5 ) 

s' zz jfj e rimettendo in luogo di il 

d X 

coefficiente differenziale — , ch’effo rapprefcnta, 

d X 

~ zz f y e quindi ds zz, ydx. 



Ccnfnnto dei precedenti due metodi , e quindi fptega^ione 
del principio degli infiniteftmi per trovare 
le differenziali delle aree delle curve» 

34. Dietro alle efatte definizioni del Calcolo differen- 
ziale ( num. ^ e fegg. ) prendere la differenziale dell’ area 
*ADMP (fig. 3) non è prendere tutto p 
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eomTponclente all’ aumento P p deirafci/Ta *///*, ma è 
prendere lolaa ente il primo termine di quefl’ accrefcimen- 
to ordinato lècondo le potenze di d x ^ cioè il termine 
eh’ è moltiplicato per la femplice dx. Ora, noi abbiamo 
veduto nel metodo di Lagrange che cotefto primo termi- 
ne efìcndo 

s* d X zz — d X 
d X 

elio è eguale a ydx^ ^ che quindi (1 ha d s zz y d x 
cd abbiamo pure veduto che ciò è perchè d x {\x prefo 
tale che i primi termini delle ferie che rapprefentano i 
tre fpazj P R m p ^ P M o m p , P M Q_p fono ciafeuno 
maggiore della fomma dei termini fegiienti, e vedemmo 
infine che ciò avrebbe fempre più luogo, fe dx folle pre- 
fo minore dT qualunque data. Dunque potremmo dire, 
che prefo Mm ( fig. i ) infinitelìmo (confiderando i'empre 
rdpreflìone inllnitefimo come cfpr^ione equivalente a 
quella di quantità minore di qualunque data) il primo 
termine dello Ipazio PMmpy o la differenziale dell’ aiea 
della curva SMR h ydx. Rifui ta da ciò, che il valore 

del triangolo Mmr zz — dy.dx non fi trafeura effettiva- 
mente in quanto che come infinitefimo di fecondo ordine 
debba fvanire in confronto d’un infinitefimo di primo or- 
dine, ma fi onvette perchè non fi tratta che di prendere 
il primo termine. 

Notili che nel metodo di Lagrange (fig. 3) non là- 
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cendo coincidere Mom con MN^ lo fpazio PMomp 
rapprefenta tutto raccrefcimento dell’area della curva, 
ovvero tutta la ferie 



s' d X •\- 



d X * 

1.2 



d X “ì 
I. 2. 5 



•4“ ec. 



nella quale effendo s* d x y d x ^ P M Q_p y la fom» 
ma degli altri termini dopo il primo è rapprefentata dallo 
fpazio MomQ_. Ma col principio degli infinitefimi , fa- 
cendo coincidere l’arco colla tangente, il fuddetto fpazio 
viene ridotto al triangolo rettilineo Mmr (fig. i), e 
quindi quello triangolo rapprefenta il redo dei termini 
dopo il primo della ferie che efprimono l’aumento dello 
fpazio. Dunque l’ omillione di detto triangolo Mmr 



— dy ,d X è r omìfllonc dei termini reflanti dopo 



il primo • omiffiane che non è quindi appoggiata alla pro- 
prietà che hanno quelli termini redanci di edere preli in- 
fieme trafcurabili rifpetto al primo, ma dipende folo dalla 
circodanza che non occorre che il primo termine , eden- 
do edb la differenziale cercata . 

E’ fuperduo il far vedere che d x dev’ edere prefo 
minore di qualunque data. Vale anche in quedo cafo la 
ragione data alla fpiegazione del metodo di trovare l’ e- 
quazione della fottotangente. 




\ 
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Valore del raggio ofculatore trovato col princìpio 
degli infinitefimi . 

25. T A arco infinifefimo Mm (fig. 4) tanto della curva 
che cel cerchio pofendofi riguardare come . una linea retta 
che fi cr nfonde colla tangente, farà yim uguale ad una 
linea retta perpendicolare ad Af C raggio del cerchio . 

Sleno MP, mp due perpendicolari all’ alfe *AP 
infinitamente vicine 1 ’ una all’altia, e CO, rm due pa- 
rallele allo fìefìo aPe : fatta MO zzzu, ^AP zz x, P Mzzy^ 
avremo M m rzz d y ^ ) z=z d s ^ la quale 

equazir ne innalzata prima al quadrato, e poi difierenziata 
darà d X d X d y d ' y ss d s d* s , Ora pe’ trian- 
goli Cmili Mrmy MO C farà 

dx : ds : : u : MC = : ma mentre AP, PM. MO 

d X 

variano, MC non varia* dunque differenziando l’equazione 

u d s . (u d * s d s d u) dx — ud s d^ x 

MC es — verrà o 

a X d xi * 



e poiché du = Mr ^ dy^ fi troverà 



à s d X d y 
as d^ X— dxd^s* 



e quindi M C sz 



d d y 

d s d^ X — • tt X d*i 
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ds^dy 

ds ^ d‘ X — dx {dx d*x-\- dy d *jf) 



d s ì 

dyd*x — dxd^y 



</ T 3 



d x^ d 



(^:) 



. Suppofia 



dx coflante viene 



MC = 



ds 3 

•— a X d *y 



(d X- d y^) 2 

•~‘d X d~y ’ 



e dividendo 



tutto per </*3, MC — ^ 



2 

iti \ * 

dx* ) 



d‘ V 

d X * 



Valore del raggio ofculatore trovato Jenì^a il foccorfo 
degli infinitefmi . 

g6. Se nella curva Mw,fìfa Mr^dx (fig. s), abbiamo 

dydx.d*y dx* .di y dxl 

veduto che farà wr — ^ ^ ^ 1 . 2.3 

Sia Mm* un cerchio, e la fua equazione riportata, 
agli affi Mr, rm* Ca m'r = pdx -f qdx* . Dico che 

r. f,z=Ìt e =s '■ t . Mrh* è un cerchio che 
P Tx* ^ i.xdx*^ 

tocca la curva Mw, cioè è tale, che tra effo c la curva 
non fi pnò condurre verun altro cerchio. 

G 
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Sia m*' r = 

tro cerchio qualunque Mm'\ farà 








d-V 
1,1. dx- 




d X 

i.2.3 



+ ec.; 



ed cfTcndo per ipotell ^ ® ^ 



d * t/ 
li 2 a X ^ 



, farà 



m mf 



d'ì y 
d X 3 



d X ì 
I- 2 * 3 



+ Cf*' 



Sarà poi m*' m* r — m*^r ^ (p — P) dx-^(q — 

Ora fi potrà fempre prendere d x così piccolo ( purché 
Jion fia />=P, c 9 ^ 12 .» nel qual cafo i due circoli 
coincidono) che (p—‘P)dx -f- Q_) d x ^ fia fempre 



maggiore di 



d l y 

d X 3 



d X 3 

1.2.3 



4 * ec. Dunque farà fem- 



pre maggiore di p» • dunque tra la curva JVfw, ed il 
cerchio Mn/ non fi può condurre neflTun altro cerchio. 

Qiiefic proprietà che deve avere il cerchio ofculatore 
fervono a determinarlo > e quindi a trovare la grandezza del 
fuo raggio . 

Sicno a e ò le coordinate del centro di quello cer- 
chio riportate agli affi della curva, è Ceno a ed > Itf 



Digitized by Googic 




, o( 99 .)o 

coordinate del punto M comuni alla curva ed al cerchio, 
e /la finalmente R il raggio di quello cerchio . 

L.’ equazione al cerchio farà i 

Avremo , differenziando quella equazione , per la prima 

condizione che deve avere il cerchio ofculatore , 

^ , ,^d y , , x__ , » 

Per la feconda condizione poi differenziando di nuovo farà 

1 d‘^ y (y—‘6)^ 4" f* — 

Af «MMB ■ 



^ % d X ^ 






, ovvero 



(^ — A )3 ^ (*_tf) 5 =SO (3). 

Le tre equazioni (i), (2), (3) riunite ballano a determinare 

/», . La feconda dà (x—a)ss — (j/ — • 

a * 

foUituendo quello valore nella terza lì trova 

ÌJJ. 

d X * 

-f' — ^ — I + — ; » 

fLl^ 






da cui fi trae ar — « ss 



d^ y 
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queftt cfpreflioni nell’equazione (i), fi fi® 



O^T^r.y 



R » 



J'j' 

7 * * 



Confronto eli quejìì metodi , t quhfeli fpiegaxjont 
del primo» 



5^. E fami nato il metodo di Lagrange fi Vede che il 
cerchio è ofculatora , perchè nella fua equazione (fig. s) 

r ‘iv ^ 

in^rti^pdk 4- qdx > fi è prefo />= — , e 



t perchè fi può prendere dx tale che un termine fia 
maggiore di tutti gli altri . Si vede poi facilmente che 
ci6°è tanfo piìi véro , cioè tanto più è vero che elio è 
un cerchio ofculatore , quanto più d x ìì può prendere più 
piccolo di ciò eh’ è neceflario per Ottenere la fmndicati 
conditicBc * Ciò poRo con le fuddette due equazioni 

gjjj Q js , - fi trovano le coordinate del ceti- 

dx* ^ zelx- 



irò , c fi dctefVnìna il valore del raggio . 

Nel metodo di Leibnizio fi fa precifamente lo Reflb. 



tn fatti V equazione dì Lagrange ^ ^ ^ 



(a — «) 
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wr - « d» Leibnizio . 

(Icir, cof. che 1’ 

‘ 

cerchio. Solamente Lchme f^„i„„„d„do la ptopo. 

di qualunque quantità ‘ Lj^gran- 

foione del numero .et» . »■ f. „r„,,.„e. Il 

ge dice che potendo fatn j 1 „ c„„auce alla 

L poi d« minore d. qualunque ’ „„o 

” ^ . J- in luogo di r/**-h > . 

foftituzione d. ^ i 8 non che .1 pr 

vuol dire in ferie dell’ arco è eguale 

„o termine ^ente , quando dx è tale che il 

alla tangente corri? . fomma degli altri , C 

primo termine è ma^S qualunque quantità 

tanto pih identità delle fMddette due for. 

data. Ecco come fi vede 

ayrr-ÌL^i. colla foU 

mole^'- 

^ * . r A„ A\ d invece 

diffemnaa della il piccolo yco 

di da’ 4- dp’ ■ pe conr.derato 1 «f 

della con-a colla ''"f''’ ycquationc di Lasrans» 
co infinitcCmo una l.»« «Ita. *• "1 
dà la feguenre prupnrt.onc j, diventa 

d.--t d.-- ••= y;44a« dietro .11’ ip»»!* 
e foftituendo il 

di Leibnitio. e ^ 

cBraendo la «dice quadrata C •«» 
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'.'.Ri t quindi R = (^ — ^ ) 



d f 
d » 



equazione identica con quella 



di Leibnizio MC s » 



d s 



d X 



effendo (fig. 4 ) MC = /? , ed u — ^ ~ ^ =r MP-^CF — AfO . 

Il reflo è precifamente lo flefib in amendue i metodi. 
Kon fi fa infatti che differenziare un’ altra volta nel me- 



todo di Leibnizio l’equazione AfC = 



.... 

di Lagrange 1 equazione ^ “ — — 






ed in quello 



, e noi ab- 



biamo veduto che quelle equazioni fono identiche , meno 
la differenza, foltanto apparente, che proviene dall’ ipoteli 
ammeffa da LeiSnizio , dietro al principio degli in'finife/ìmi , 
che un arco infìniramente piccolo è eguale ad una linea ret- 
ta , particolarità che abbiamo d’altronde piu volte (piegata. 

Nota. Avrelfmo potuto continuare a confrontare i 
varj metodi impiegati per ifpiegare le altre proprietà delle 
curve, ed avrefllmo pure potuto confrontare i due metodi 
nelle loro applicazioni a molte quiffioni di Fifica . Ma 
quello che abbiamo detto ci parve fuflficicnte per mettere 
in iffafo i lettori , che non fuppcniam’o di già nuovi in 
quella feienza , di continuare da loro ffelTi i confronti. 
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CONCLUSIONE GENERALE. 

38. Tl Calcolo difFercnzialc si può dividere in due parti 
diftinte . La prima comprende le regole pratiche per for» 
mare le varie differenziali fucceflivc d’una finzione qua- 
lunque . La feconda tratta delle applicazioni di quelle re- 
gole alla foluzione di vati problemi , o alla dimoftrazio- 
ne di differenti teoremi . 

Quanto alle regole pratiche il principio degli infini- 
tefimi è impiegato per ifvolgcre in ferie le varie funzioni 
e particolarmente le trafeendenti . Dai confronti che fa- 
cemmo dei due metodi differenti per ridurre in ferie 
qualunque funzione, polliamo conchiudere che la quantità 
infinita e la quantità infinitellma non fono che una me- 
defima quantità indeterminata che ferve a fare due opera- 
zioni contrarie . I termini che fembrano fvanire dietro 
ai princip; flabiliti dell’ infinito e dell’ infi ni teli mo, per i 
quali principi fvanifeono gli infiniti d’ordini inferiori in 
confronto d*un infinito d’ordine fuperiore, oppure, fva- 
nifeono gli infinirefimi d’ ordini fupcriori in confronto 
d’ un infinitefimo d’ordine inferiore, fvanifeono unica- 
mente perchè contengono quantità indeterminate e fufli- 
diarie, che non devono punto fuflifiere alla fine del 
Calcolo . 

Pare che il principio degli infinirefimi entri di nuo- 
vo per determinare o deffinire le differenziali, in quanto 
che fi dice, che per trovare, per efempio, la differenzia- 
le prima, bifogna mettere in luogo di x nell» 

G 4 
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funzione /(*), c poi confidcrare come nulli i termini che 

contengono delle potenze maggiori ài dx, come infinite* 
fimi d’ ordini fuperiori ; quello che refta , meno la funzio* 
ne primitiva, forma la differenziale prima. In quello 
cafo’il principio degli infinitefimi è affatto fuperfluo . 
Le noflre deffinizioni del Calcolo differenziale ( num. 6 
e fegg.) mollrano che la grandezza o picciolezza di dx h 
indifferente. 

Le varie differenziali d’una funzione non fono che 
i vari termini d’una ferie ordinata fecondo le potenze 
deir accrefci mento della variabile, qualunque fia quello 
accrefcimento • 

I principi che concernono le regole pratiche per for- 
mare le differenziali fucceffive non dipendono che dai puri 
principi delle derivazioni . 

Quanto all’ applicazione delle regole pratiche alla 
foluz'one di differenti problemi: i.° ci fono dei cali nei 
quali la piccolezza, grandezza o natura dell’ accrefcimento 
della variabile è affatto indifferente , come nel metodo per 
trovare i valori delle frazioni , le quali per certi valori 
particolari della variabile fi riducono alla forma di ~ . In 
quefli cali poffiamo conchiudere effere del tutto fuperfluo 
il principio degli infinitefimi . a." Ci fono dei cafi nei quali 
i rilultati fono tanto più efatti quanto più piccolo è il 
valore dell’ accrefcimento della variabile, e che in confe- 
guenza giungono, per così dire, al maflìmo dell’ efattezza , 
quando l’ accrefcimento della variabile è minore di qua- 
lunque quantità data * fono di quello genere il metodo dei 
maffimi« dei minimi, e le proprietà delle. curve che noi 



Digitized by Google 




o( 105 )o 

abbiamo paffàte in rcvifla . Qucfto genere di quiftioni di» 
pcqdc dalla propofizione da noi dimoftratfa (num. 3) per 
cui in una ferie qualunque ordinata fecondo le potenze 
d’una quàntità fi può femore prendere quella quantità 
tale che renda un termine maggiore della fomma di tutti 
quelli che lo feguono . Nel metodo degli infinirefirai quella 
propofizionc è alTbluramente fotrintefa , Balla richia- 
matla e foflituire' all’ efpreffione di quantità infinitefima 
quella di quantità minore di qualunque data, e quei rifui* 
tati vengono dimollrati col piU grande rigore. 
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